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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Einführung (1)

Größe Symbol Einheit

Chemische Substanz z.B. A; B; S i

Menge z.B. A; B; S i mol (1 mol eines Stoffes enthält
ca. 6�1023 Teilchen (6:022�1023 : : :
Avogadro-Konstante))

Konzentration z.B. [A ]; [B ]; [Si ];
a; b; s i

mol=l = Mol (Molarität)

Umsatzrate, zeitliche Kon-
zentrationsänderung

v = d[S]
dt = ds

dt mol= ( l � s) = Mol=s
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Einführung (2)

� Reaktionsschema einer gerichteten bzw. einer reversiblen Reaktion

A + B ! C ; A + B *) C

� Stöchometrie: Mengenverhältnisse der beteiligten Substanzen

z.B. A + 2B ! 3C + D

d.h. 1 mol A und 2 mol B reagieren zu 3 mol C und 1 mol D .

� Allgemeines Reaktionsschema (ni : : : stöchometrische Koef�zienten ):

n1S1 + : : : + nkSk ! nk+1 Sk+1 + : : : + nsSs:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Einführung (3)

� Reaktionsrate:

– Reaktionspartner werden verbraucht: dsA =dt < 0
– Reaktionsprodukte entstehen: dsP =dt > 0

� De�nitionen:

– Verbrauchsraten: vA = � dsA =dt
– Produktionsraten: vP = dsP =dt

– Reaktionsrate: v = 1
� i

mit � i =
�

� ni wenn Si Reaktionspartner
ni wenn Si Reaktionsprodukt

� Sowohl Produktionsraten als auch Verbrauchsraten sind positiv.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Einführung (4)

Beispiel: A + 2B ! 3C + D

Verbrauchsraten: vA = � da=dt; vB = � db=dt
Produktionsraten: vC = dc=dt; vD = dd=dt

Relation der Raten entsprechend der Stöchometrie:

�
da
dt

= �
1
2

db
dt

=
1
3

dc
dt

=
dd
dt

oder vA =
1
2

vB =
1
3

vC = vD = v
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Reaktionskinetik

� Die Beschreibung der zeitlichen Änderung (Geschwindigkeit) einer che-
mischen Reaktion (z.B. A + B ! P) mittels einer Differentialgleichung
der Form

dp
dt

= f (a; b)

bezeichnet man als kinetische Gleichung bzw. Reaktionskinetik.

� Oft hat die Funktion f die Form k � a � b. Hierbei bezeichnet man den
(von den Konzentrationen der Reaktionspartner A und B unabhängigen)
Proportionalitätsfaktor k als Reaktionskonstante (rate constant).
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Ordnung einer Reaktion (1)

� Unter der Ordnung eine Reaktion hinsichtlich eines Reaktionspartners A
versteht man die Potenz in der die Konzentration von A in der Reaktions-
kinetik auftritt.

� Die Gesamtordnung einer Reaktion ist die Summe der Ordnungen
bezüglich aller Reaktionspartner.

� Beispiel: Die Reaktion A + B ! P mit der Kinetik dp
dt = k � a � b ist sowohl

bzgl. A als auch B von 1. Ordnung. Die Gesamtordnung ist 2.

� Beachte: Es gibt Reaktionen, deren Kinetik nicht von der Form
� a
 1 � b
 2 � : : : mit ganzzahligen 
 i ist.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Ordnung einer Reaktion (2)

Ordnung chemische Reaktions- Einheit von k
Gleichung kinetik

0. Ordnung A ! P dp=dt= k(0) [k(0) ] = Mol � s� 1

1. Ordnung A ! P dp=dt= k(1) � a [k(1) ] = s� 1

2. Ordnung A + B ! P dp=dt= k(2) � a � b [k(2) ] = Mol � 1 � s� 1

3. Ordnung 2A + B ! P dp=dt= k(3) � a2 � b [k(3) ] = Mol � 2 � s� 1

gemischt A + B ! P dp=dt= k � a
 � b�


; � gebrochen
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Experimentelle Bestimmung der Reaktionskinetik (1)

1. Isolation der Abhängigkeiten

� Betrachte Reaktionsablauf bei Überschuss aller Partner bis auf einen;

� Annahme der Konzentrationen von Partnern im Überschuß als konstant;

� Es verbleibt Abhängigkeit von einem Reaktionspartner;

� Sukzessive Bestimmung der Gesamtkinetik aus Einzelabhängigkeiten;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Experimentelle Bestimmung der Reaktionskinetik (2)

Beispiel:

A + B ! P mit
dp
dt

= k � a
 � b�

� Sei B im Überschuss vorhanden, dann gilt approximativ

b(t) = b0 = b(0):

� Damit ergibt sich isolierte Anhängigkeit von a

dp
dt

= k � a
 � b�
0 = �k � a
 mit �k = k � b�
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Experimentelle Bestimmung der Reaktionskinetik (3)
2. Bestimmung der Einzelabhängigkeiten (Methode initialer Reaktionsraten)

� Es sei Reaktionsgleichung bzgl. A isoliert, d.h. v = dp
dt = �k � a
 .

� Messung der Reaktionsrate für verschiedenen Initialkonzentrationen a.

� Initiale Raten v0 sind durch initiale A-Konzentrationen a0 bestimmt:

v0 = �k � a

0 bzw. logv0 = log �k + 
 loga0

� log-Plot-Gerade: Anstieg : : : Ordung 
 ; Intersept : : : log(�k).

� Methode versagt, wenn z.B. Reaktionsprodukte Kinetik beein�ussen.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Das Massenwirkungsgesetz (1)
� Wie kommt es zu einer bimolekularen Reaktion A + B ! P?

� Damit Atome/Moleküle miteinander reagieren, ist bestimmte Aktivie-
rungsengergie erforderlich.

� � G < 0: : : exotherme Reaktion; � G > 0: : : endotherme Reaktion
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Das Massenwirkungsgesetz (2)

� Bewegung der Atome/Moleküle kann durch stochastischen Prozess mit
bestimmter Verteilung der kinetischer Energie beschrieben werden.

� Durch Bewegung der Teilchen kommt es zu Zusammenstößen.

� Wenn Stoßengergie die Aktivierungsengerie überschreitet kommt es zur
Reaktion (kinetische Stoßtheorie)

� Entsprechend dieser Vorstellung geht man (approximativ: Vernachlässi-
gung der genauen Stoßenegerieverteilung) davon aus, dass Reaktions-
geschwindigkeit proportional zur Wahrscheinlichkeit der Stöße ist, wel-
che wiederum proportional zur Reaktionspartner-Konzentration ist.

� Geht man weiterhin von einer unabhängigen Bewegung von A und B
Molekülen aus, folgt: dp

dt = k � a � b
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Das Massenwirkungsgesetz (3)

� Kinetischen Stoßtheorie für bimolekulare Reaktionen lässt sich nicht un-
mittelbar auf unimolekulare Reaktionen oder Reaktionen mit mehr als
zwei Reaktionspartnern übertragen.

� Allerdings: experimentell für viele kinetische Gleichungen eine Proportio-
nalität zu Potenzen der Konzentration der Reaktionspartner beobachtet;
Hierbei entprechen Potenzen zumeist stöchometrischen Koef�zienten.

� Hiervon abgeleitet: Modell der Massenwirkungskinetik:

Für Reaktion: n�
1 S1 + n�

2 S2 + : : : + n�
s Ss

k+! n+
1 S1 + n+

2 S2 + : : : + n+
s Ss gilt

v+ = k+ � s
n �

1
1 � s

n �
2

2 � : : : � sn �
s

s
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Das Massenwirkungsgesetz (4)

� Im Falle einer reversible Reaktion folgt analog für die Rückreaktion

v� = k� � s
n +

1
1 � s

n +
2

2 � : : : � sn +
s

s :

� Die effektive Reaktionsrate der reversiblen Reaktion ergibt sich durch zu-
sammenfassen von Hin- und Rückreaktion

v = v+ � v� = k+

sY

i =1

s
n �

i
i � k�

sY

i =1

s
n +

i
i
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Das Massenwirkungsgesetz (5)

� Im Gleichgewicht von Hin- und Rückreaktion (d.h. v = 0 ) folgt

Q s
i =1 s

n +
i

i eq
Q s

i =1 s
n �

i
i eq

=
sY

i =1

s� i
i eq =

k+

k�
= K eq mit � i = n+

i � n�
i :

� K eq wird hierbei als Gleichgewichtskonstante bezeichnet.

� K = 1=Keq nennt man Dissoziationskonstante. Sie gibt die relative Präfe-
renz dafür an, dass sich die Substanzen im dissoziierten gegenüber dem
verbundenen Zustand be�nden.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Das Massenwirkungsgesetz (6)

� Betrachte als Beispiel folgendes allgemeines Szenario:

– Ein Molekül A reagiert mit einem Molekül B zu einem Molekül C
– C kann wiederum in seine Ursprungskomponenten A und B zerfallen

A + B
k1

*)
k � 1

C (1)

– k1, k� 1 : : : Ratenkonstanten der Hin- und Rückreaktion
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Das Massenwirkungsgesetz (7)

� Im folgenden bezeichnen a(t); b(t) und c(t) die Konzentrationen der Sub-
stanzen A, B und C.

� Weiterhin gehen wir davon aus, dass der Zerfall von C-Molekülen mit
konstanter Wahrscheinlichkeit pro Zeitintervall erfolgt, d.h. die Zerfallsrate
ist proportional zu Konzentration von C (Kinetik 1.Ordnung).
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Das Massenwirkungsgesetz (8)

� Damit kann die zeitliche Änderung der Produktkonzentration wie folgt be-
schrieben werden:

dc
dt

= k1ab� k� 1c (2)

� Analog kann man die Dynamik der Ausgangsstoffkonzentrationen mathe-
matisch beschreiben:

da
dt

= � k1ab+ k� 1c (3)

db
dt

= � k1ab+ k� 1c (4)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Das Massenwirkungsgesetz (9)

� Im Gleichgewichtszustand, d.h. für dc
dt = 0 gilt

ceq

aeq � beq
=

k1

k� 1
= K eq =

1
K

:

� Wenn die Reaktion mit a(0) = a0; b(0) = b0 und c(0) = 0 startet, so ist
a + c = a0 konstant (Masse-Erhaltungs: dc

dt + da
dt = 0 ) und damit:

ceq =
aeq � beq

K
= ( a0 � ceq) � beqK

= : : : = a0
beq

K + beq
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Das Massenwirkungsgesetz (10)

Zusammenfassend ist zum Massenwirkungsgesetz zu sagen:

� Es ist ein vereinfachendes Modell.

� Eine Vielzahl von Reaktionen lassen sich gut und in großem Konzentrati-
onsbereich mit Hilfe des Massenwirkungsgesetzes (MWG) beschreiben.

� Allerdings sind nicht alle Reaktionen (bzw. nicht alle Konzentrationsberei-
che bestimmter Reaktionen) mit dem MWG zu beschreiben: z.B. können
Exponenten der kinetischen Gleichung

– von stöchometrischen Koef�zienten abweichen;
– nichtganzzahlig sein.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Enzym-Substrat-Reaktionen (1)

Zur Erläuterung des Umganges mit Systemen der eben eingeführten Struk-
tur verwenden wir im weiteren das folgende System:

� Die Umwandlung eines Substrats S in ein Produkt P werde durch ein
Enzym E vermittelt.

� Hierbei bildet sich zunächst ein Enzym-Substrat-Komplex C, welcher
dann in das Produkt P und das Enzym E zerfällt:

E + S
k1

*)
k � 1

C
k2! E + P (5)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Enzym-Substrat-Reaktionen (2)

� MWG-Anwendung liefert zur Beschreibung der Dynamik dieser chem.
Reaktion folgende Gleichungen (E; S; C; P bezeichnen Konzentrationen):

dE
dt

= � k1ES + ( k� 1 + k2)C (6)

dS
dt

= � k1ES + k� 1C (7)

dC
dt

= k1ES � (k� 1 + k2)C (8)

dP
dt

= k2C (9)

mit Anfangsbedingungen E(0) = E0; S(0) = S0; C(0) = C0; P(0) = P0
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Enzym-Substrat-Reaktionen (3)

� Mittels numerischer Verfahren ist es jetzt möglich, für jede spezi�erte An-
fangskon�guration die L ösung zu berechnen.

� Eine allgemeine analytische Lösung hingegen geht schon für ein solches
relativ einfaches System (gekoppelter, nichtlinearer) Differentialgleichun-
gen über unsere Möglichkeiten hinaus.

� Aus diesem Grund im folgenden Vorstellung einer hilfreichen Approxi-
mation, welche eine analytische Behandlung von Systemen dieser Art
ermöglicht.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Enzym-Substrat-Reaktionen (4)

� Zunächst allerdings kann das System (6)-(9) noch vereinfacht werden.

� Betrachte hierzu die Struktur der Gleichungen (6) und (8).

� Addition dieser Gleichungen zeigt, dass die Summe aus Enzym E und
Enzym-Substrat-Komplex C sich über die Zeit nicht ändert:

dE
dt

+
dC
dt

= � k1ES + ( k� 1 + k2)C + f k1ES � (k� 1 + k2)Cg = 0

d.h. d(E + C )
dt = 0 und damit E (t) + C(t) = constant.

� Aus den Anfangsbedingungen folgt weiterhin E(t) + C(t) = E0 + C0.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Enzym-Substrat-Reaktionen (5)

� Weiterhin Elimination von E in Gleichungen (7) und (8) vermittels

E(t) = E0 + C0 � C(t): (10)

) dS
dt

= � k1(E0 + C0 � C)S + k� 1C (11)

dC
dt

= k1(E0 + C0 � C)S � (k� 1 + k2)C (12)

AB : S(0) = S0 und C(0) = C0:

� Produkt- und Enzymkonzentration können mit Hilfe von (9) bzw. (10) er-
mittelt werden.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Quasi-Steady-State Approximation (1)

� Um eine analytische Lösung des Systems (11)-(12) zu ermöglichen, be-
trachte zunächst folgenden Spezialfall:

– Es liegt initial eine sehr große Menge Substrat vor.
– Damit kann man davon ausgehen, dass sich die Substratkonzentration

(zumindest für eine gewisse Zeit) kaum verändert.
– d.h. wir nehmen an: S(t) � S0.

� Unter dieser Annahme ist Gleichung (11) irrelevant und (12) ergibt sich
zu

dC
dt

= k1(E0 + C0 � C)S0 � (k� 1 + k2)C: (13)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Quasi-Steady-State Approximation (2)

� Zur Lösung von (13) bestimmen wir zunächst die stationäre Lösung �C,
d.h. wir lösen

0 = k1(E0 + C0 � �C)S0 � (k� 1 + k2) �C:

) �C = ( E0 + C0)S0=(K m + S0) mit K m = ( k� 1 + k2)=k1.

� Betrachte nunmehr Abweichung C0(t) vom stationären Zustand zur Zeit
t:

C0(t) = C(t) � �C
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Quasi-Steady-State Approximation (3)

� Einsetzten von C(t) = C0(t) + �C in (13) ergibt:

d
dt

(C0(t) + �C) = k1(E0 + C0 � (C0(t) + �C))S0 � (k� 1 + k2)(C0(t) + �C)

� unter Verwendung von �C = ( E0 + C0)S0=(K m + S0) folgt

dC0

dt
= k1(E0 + C0 � (C0+ �C))S0 � (k� 1 + k2)(C0+ �C)

= k1S0(E0 + C0) � k1S0(C0+ �C)) � (k� 1 + k2)(C0+ �C)

= : : :

= � kC0 mit k = ( k1S0 + k� 1 + k2)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Quasi-Steady-State Approximation (4)

� Damit kann die Lösung für C0(t) bzw. C(t) bestimmt werden als

C0(t) = C � e� kt ;

C(t) = C � e� kt + �C:

� C � ist hierbei die Integrationskonstante, die aus der Anfangsbedingung
bestimmt werden kann, d.h. C � = C0 � �C.

) C(t) = ( C0 � �C)e� (k1S0+ k � 1+ k2) t + �C

mit �C = ( E0 + C0)S0=(
k� 1 + k2

k1
+ S0)

Dr. Ingo Röder, IMISE, Universität Leipzig Folie 33



Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Quasi-Steady-State Approximation (5)

Kehren wir zum Originalsystem (11),(12) zurück ...

� Wie gezeigt strebt C(t) unter der Annahmen einer konstanten Substrat-
konzentration S0 einem Wert �C zu.

� Um so weiter C(t) seinem stationären Zustand näher kommt, um so lang-
samer ändert es seine aktuellen Werte.

� Wir werden im folgenden untersuchen was passiert, wenn die Annahme
einer konstanten Substratkonzentration S verlassen wird.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Quasi-Steady-State Approximation (6)

� Nehmen wir an S(t) ändert sich allmählich (”langsam genug”).

� Dann wird C(t) jeweils dem stationären Zustand zustreben, welcher
durch den gegenwärtigen Wert von S(t) bestimmt wird.

� D.h., wenn S = S0 = const: wird C(t) den Wert �C = (E 0+ C0)S0
K m + S0

annehmen.

� Unter der Annahme einer langsamen S-Änderung kann C(t) nunmehr
approximativ beschrieben werden mittels der quasi-steady-state Glei-
chung

C(t) =
(E0 + C0)S(t)

K m + S(t)
: (14)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Einschub: Zeitskalen (1)

Um klären zu können, was ”langsame” S-Änderung bedeutet, an dieser
Stelle zunächst Einführung des Begriffs der Zeitskala.

� Die Zeitskala (time scale) einer Funktion charakterisiert die typische Dau-
er für eine signi�kante Änderung der Funktionwerte.

� Formale De�nition: Zeitdauer für Änderung einer Funktion von ihrem mi-
nimalen zum maximalen Funktionswert unter der Annahme, dass Funkti-
onsänderung (Ableitung) maximal ist, d.h.

time scale: � f ( t ) �
f max � f min

jdf=dt jmax
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Einschub: Zeitskalen (2)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Einschub: Zeitskalen (3)

Beispiel: f (t) = e� kt für 0 � t < 1

f max = 1 ; f min ' 0; jdf=dt jmax = j � ke� kt jmax = k ) � f ( t ) � k� 1
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f(t)=exp(-3*t)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Quasi-Steady-State Approximation (7)

� Wenn sich also die Zeitskalen der Änderung von S(t) und C(t) erheblich
(d.h. um Größenordnungen) unterscheiden (z.B. � C (t ) � � S(t ) ), dann ist
die quasi-steady-state Annahme gerechtfertigt.

� Dies bedeutet, dass man davon ausgehen kann, dass die sich schnell
ändernde Substanz (hier C(t)) unmittelbar auf Änderungen der sich lang-
sam änderenden Substanz reagiert und ”sofort” wieder den jeweiligen
stationären Zustand annimmt.

� Durch diese Approximation kann eine Differentialgleichung (hier für
dC=dt) aus dem System eliminiert werden.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Quasi-Steady-State Approximation (8)

� Wie gezeigt, kann Komplexkonzentration C unter quasi-steady-state An-
nahme beschrieben werden mit: C(t) = (E 0+ C0)S( t )

K m + S( t ) :

� Einsetzen in (11), d.h. in dS
dt = � k1(E0 + C0 � C)S + k� 1C, liefert nach

”ein wenig” Algebra (! Übung)

dS
dt

= � k2(E0 + C0)S=(K m + S) (15)

� Ebenfalls folgt aus (9), d.h. dP
dt = k2C

dP
dt

= k2(E0 + C0)S=(K m + S) (16)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Quasi-Steady-State Approximation (9)

� Wie aus (15) und (16) zu sehen, ist unter quasi-steady-state Annahme
die Rate der Produktion von P gleich der Rate des Substrat(S)-Abbaus.

� Dies ist eine zwingende Folgerung, da die Konstanz (Gleichgewicht) der
Komplex(C)-Konzentration vorausgesetzt wurde.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Michaelis-Menten-Kinetik (1)

� Die Reaktionskinetik (Geschwindigkeit) der eben betrachteten Enzym-
Substrat-Reaktion ergab sich zu dP

dt = k2(E0 + C0)S=(K m + S) und soll
im folgenden mit V bezeichnet werden.

� Weiterhin nehmen wir o.B.d.A. an, dass C0 = 0 gelte (d.h. zu Beginn der
Reaktion ist kein Enzym-Substrat-Komplex vorhanden).

� Bestimmung der Geschwindigkeit zu Beginn der Reaktions, d.h. C =
C0 = 0 ; S = S0 liefert

V =
k2E0S0

K m + S0
: (17)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Michaelis-Menten-Kinetik (2)

� Da V eine in S monoton wachsende Funktion ist (dV=dS0 > 0), nimmt sie
ihr Maximum für sehr große S0 an, d.h.

Vmax = lim
S0!1

V = k2E0:

� Damit kann (17) geschrieben werden als

V =
Vmax S0

K m + S0
: (18)

� Dies entspricht der schon bekannten (siehe VL MBMS 1) Michaelis-
Menten-Kinetik.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Michaelis-Menten-Kinetik (3)

� Die Michaelis-Konstante K m gibt die Substratkonzentration an, bei der
die Reaktionsgeschwindigkeit die Hälfte ihres Maximums annimmt:
S0 = K m ) V = Vmax K m

2K m
= 1

2Vmax :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Michaelis-Menten-Kinetik (4)

� Vmax und K m können experimentell recht einfach (im Gegensatz zu Re-
aktionsraten k1; k� 1; k2) bestimmt werden. Betrachte dazu (18) in folgen-
der Form:

1
V

=
1

Vmax

�
1 +

K m

S0

�
:

� Bezogen auf die Variablen y = 1=V; x = 1=S0; m = K m =Vmax ; b = 1=Vmax

entspricht dies der Geradengleichung

y = mx + b: (19)

Dr. Ingo Röder, IMISE, Universität Leipzig Folie 45



Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Michaelis-Menten-Kinetik (5)

� Aus dem auf (19) beruhendem Lineweaver-Burk-Plot können Vmax und
K m bestimmt werden.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Gültigkeit der QSS-Approximation (1)

� Wie bereits herausgestellt beruht die quasi-steady-state Approximation
auf dem Vorliegen (extrem) unterschiedlicher Zeitskalen.

� Im konkreten Fall der eben betrachteten Enzym-Substrat-Reaktion ergibt
sich folgendes Bild:

� Zeitsklala für Komplex(C(t))-Änderung (siehe weiter vorn):

� C (t ) = k� 1 mit k = k1S0 + k� 1 + k2

� Zeitsklala für Substrat(S(t))-Änderung:

� S(t ) =
Smax � Smin

jdS=dtjmax
=

S0

k2E0S0=(K m + S0)
=

K m + S0

k2E0
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Gültigkeit der QSS-Approximation (2)

� Es muss also gelten, dass � S(t ) groß im Bezug auf � C (t ) = k� 1 ist; d.h.

k� 1 � (K m + S0)=k2E0 oder k2E0=k � (K m + S0):

� Einsetzten von k = k1S0 + k� 1 + k2 und K m = ( k� 1 + k2)=k1 ergibt

k2E0=k = k2E0=(k1S0 + k� 1 + k2)

= k2E0=(k1S0 + ( k� 1 + k2)=k1 � k1)

= k2E0=k1(S0 + K m )

) k2E0=k1 � (K m + S0)2
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Gültigkeit der QSS-Approximation (3)

� Ausgehend von
k2E0=k1 � (K m + S0)2 (20)

sind die Vorraussetzungen für die QSS-Annahme gegeben, wenn

– die initiale Substratkonzentration hinreichend groß gegenüber der in-
itialen Enzymkonzentration ist (Briggs & Haldane (1925));

– die Produktformationsrate k2 hinreichend klein ist (Michaelis & Menten
(1913))

� Dies sind allerdings nur zwei Spezialfälle der allgemeinen Bedingung (20)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

QSS-Approximation: weiteres Beispiel (1)

� Betrachte die Reaktionsfolge A
ka! B

kb! C, welche mittels der folgenden
Gleichungen beschrieben werden kann

da
dt

= � kaa;
db
dt

= kaa � kbb;
dc
dt

= kbb:

� Angenommen es sei der geschwindigkeitsbestimmendem Reaktions-
schritt A ! B , d.h. es gilt ka � kb.

� Dies rechtfertigt die Anwendung der QSS-Aproximation, d.h. db=dt = 0 ,
da die Änderung von B aufgrund A ! B im Vergleich zur Dynamik B !
C vernachlässigbar ist.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

QSS-Approximation: weiteres Beispiel (2)

� Damit folgt aus db
dt = 0 = kaa � kbb ) b = ( ka=kb)a:

� Einsetzten in dc
dt = kbb ergibt dc

dt = kaa:

� das Differentialgleichungssystem reduziert sich damit auf zwei Gleichun-
gen:

da
dt

= � kaa und
dc
dt

= kaa:

� Dieses System ergibt (mittels Substitution x = � kat) folgende Lösung

a(t) = a0e� ka t und c(t) = a0(1 � e� ka t )
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

QSS-Approximation: weiteres Beispiel (3)

Parameter (a) ka = 1 ; kb = 5 vs. (b) ka = 1 ; kb = 100

(a) (b)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Kooperativit ät in Enzymreaktionen (1)

� Oftmals sind in chemischen Reaktionen anstatt Einzelmolekülen, Mo-
lekülkomplexe beteiligt.

� In der chemischen Reaktionsgleichung drückt sich dies z.B. wie folgt aus:

E + 2S
k1

*)
k � 1

C
k2! E + 2P (21)

� Was ändert dies an der Reaktionskinetik?
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Kooperativit ät in Enzymreaktionen (2)

� Betrachte dazu das zugehörige Differentialgleichungssystem

dE
dt

= � k1ES2 + ( k� 1 + k2)C (22)

dS
dt

= � k1ES2 + k� 1C (23)

dC
dt

= k1ES2 � (k� 1 + k2)C (24)

dP
dt

= k2C (25)

� Es gelte auch hier: E + C = const = E0.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Kooperativit ät in Enzymreaktionen (3)

� Analoge Betrachtungen wie im Falle nicht-kooperativer Enzym-Substrat-
Reaktion führen unter Ausnutzung der QSS-Annahme für C auf

V =
dP
dt

=
k2E0S2

K m + S2 mit K m =
k� 1 + k2

k1
(26)

� Diese Kinetik hat im Gegensatz zur Michealis-Menten-Kinetik einen sig-
moidalen Verlauf.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Kooperativit ät in Enzymreaktionen (4)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Kooperativit ät in Enzymreaktionen (5)

� Unter Annahme der Stoßtheorie, ist das Auftreten von Dreierstößen (wie
eben angenommen) äußerst selten zu erwarten.

� Realistischer als die vorgestellte Approximation ist das Auftreten einer
Folge von bimolekularen Reaktionen, wie etwa

S + E *) C1 ! E + P und S + C1 *) C2 ! C1 + P

� Unter bestimmten Annahmen (keine Produktion von P in erster Teilreak-
tion / bessere Bindung von Substratmolekülen an Zwischenkomplex C1

als an Enzym E) ergibt sich aus detaillierter Zweischritt-Betrachtung der
vorgestellte Spezialfall.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Hemmung von Enzymreaktionen (1)

Kompetitive (konkurrierende) Hemmung

� Substrat und Inhibitor konkurrieren um gleiche Bindungsstelle am En-
zymmolekül
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Hemmung von Enzymreaktionen (2)

Nichtkompetitive Hemmung

� Substrat und Inhibitor binden an unterschiedliche Stellen des Enzymmo-
leküls
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Hemmung von Enzymreaktionen (3)

Unkompetitive Hemmung

� Inhibitor verbindet sich nur mit Enzym-Substrat-Komplex zu einem kata-
lytisch inaktiven Komplex
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Modellierung von Enzymhemmung (1)

� Allgemeines Modell, welches 3 vorgestellten Spezialfälle enthält:

E + S
k1

*)
k � 1

ES
k2! E + P

E + I
k3

*)
k � 3

EI ES + I
k4

*)
k � 4

ESI

� Weiterhin gelten folgende Bezeichnungen:
Enzym : : : e = [ E ], Substrat : : : s = [ S], Enzym-Substrat-Komplex : : : c = [ ES ],
Produkt : : : p = [ P ], Inhibitor : : : i = [ I ], Enzym-Inhibitor-Komplex : : : a = [ EI ],
Enzym-Substrat-Inhibitor-Komplex : : : b = [ ESI ]
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Modellierung von Enzymhemmung (2)

de
dt

= � k1es+ k� 1c � k3ei + k� 3a + k2c (27)

ds
dt

= � k1es+ k� 1c (28)

dc
dt

= k1es� k� 1c � k4ci + k� 4b� k2c (29)

dp
dt

= k2c (30)

da
dt

= k3ei � k� 3a (31)

db
dt

= k4ci � k� 4b (32)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Modellierung von Enzymhemmung (3)

Anfangsbedingungen :

e(0) = e0; s(0) = s0; i (0) = i 0; a(0) = b(0) = c(0) = p(0) = 0

Erhaltungssatz :
e+ a + b+ c = e0 (33)

Annahmen : QSS (bzw. rapid-equilibrium) Annahme für

E + S *) ES ! P + E; E + I *) EI; ES + I *) ESI

gesuche Gr öße:

v = v(s; i) =
dp
dt
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Modellierung von Enzymhemmung (4)

� Unter der QSS Annahme erhält man aus (29)

k1es� k� 1c � k4ci + k� 4b� k2c = 0 : (34)

� e kann aufgrund von Erhaltungssatze (33) aus DGLn eliminiert werden:

e = e0 � a � b� c (35)

� Desweitern führt QSS (rapid-equil.) Annahme für EI (31) und ESI (32)
auf

a =
k3

k� 3
ei ; b =

k4

k� 4
ci: (36)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Modellierung von Enzymhemmung (5)

� Einsetzen von (35) und (36) in (34) ergibt nach einigen Umformungen
(! Übung):

c =
e0s

(1 + i=K Ia )K m + (1 + i=K Ib )s
(37)

mit Dissoziationskonstanten K Ia = k � 3
k3

und K Ib = k � 4
k4

und der Michaelis-

Konstanten K m = k � 1+ k2
k1

:

� Einsetzten dieser Beziehung in (30) ergibt die gesuchte Beziehung:

v =
k2e0s

(1 + i=K Ia )K m + (1 + i=K Ib )s
: (38)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Modellierung von Enzymhemmung (6)

Hieraus ergeben sich unmittelbar die Kinetiken für die 3 Spezialfälle:

a) Kompetitive Hemmung (0 < K Ia < 1 ; K Ib ! 1 )

v =
k2e0s

(1 + i=K Ia )K m + s
:

� Im Vergleich zur Ausgangssituation ohne Hemmung
(vmax = lim s!1 v = k2e0) ändert sich vmax hierbei nicht

lim
s!1

v = lim
s!1

k2e0
(1+ i=K Ia )K m

s + 1
= k2e0:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Modellierung von Enzymhemmung (7)

b) Nichtkompetitive Hemmung(0 < K Ia = K Ib < 1 )

v =
k2e0s

(1 + i=K I )K m + (1 + i=K I )s
mit K I = K Ia = K Ib

� Im Vergleich zur Ausgangssituation ohne Hemmung
(vmax = lim s!1 v = k2e0) ändert sich vmax hierbei folgendermaßen

lim
s!1

v = lim
s!1

k2e0

(1 + i=K I )K m
s + (1 + i=K I )

=
k2e0

1 + i=K Ia
:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Enzymkinetik

Modellierung von Enzymhemmung (8)

c) Unkompetitive Hemmung (K Ia ! 1 ; 0 < K Ib < 1 )

v =
k2e0s

K m + (1 + i=K Ib )s
:

� Im Vergleich zur Ausgangssituation ohne Hemmung
(vmax = lim s!1 v = k2e0) ändert sich vmax auch hierbei:

lim
s!1

v = lim
s!1

k2e0
K m

s + (1 + i=K Ib )
=

k2e0

1 + i=K Ib
:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse

Einführung in die Bifurkationsanalyse
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Dynamische Systeme

ein-dimensionales System:
_x = f (x)

n-dimensionales System:

_x1 = f 1(x1; : : : ; xn )
...

_xn = f n (x1; : : : ; xn )
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Geometrische Veranschaulichung: Vektorfeld (1)

Die folgende Vorgehensweise kann auf jedes ein-dimensionale Systems
_x = f (x) angewandt werden:

� Zeichnen des Graphen von f (x) und Skizzieren des Vektorfeldes auf der
x-Achse (1-dim. Phasenraum);

� Für f (x) > 0 ist der ”Fluss” eines imaginären Partikels (Phasenpunkt)
nach rechts und für f (x) < 0 nach links gerichtet;

� Der Phasenpunkt bewegt sich mit der Zeit entlang der x-Achse entspre-
chend einer Funktion x(t);

� Der Weg des Phasenpunktes durch den Phasenraum wird Trajektorie ge-
nannt;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Geometrische Veranschaulichung: Vektorfeld (2)

Interpretation einer Differentialgleichung als Verktorfeld.

Beispiel:
_x = sin x

Diese Gleichung repräsentiert ein Vektorfeld auf der x-Achse. D.h. sie be-
schreibt die Geschwindigkeitsvektoren _x zu jedem x.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Geometrische Veranschaulichung: Fixpunkte (1)

� Die Schnittpunkte (x � ) von f (x) mit der x-Achse korrespondieren mit
Stagnationspunkten des ”Flusses”

� Ein Phasenpunkt der in einen solchen Punkt gelangt, verbleibt dort
(Gleichgewichtszustand, Fixpunkt oder steady states): d.h. wenn x = x �

zu einem Zeitpunkt, dann x(t) = x � für immer;

� Steady states eingeteilt in

stabil (stable): wenn alle hinreichend kleinen Störungen mit der Zeit
wieder verschwinden;

instabil (unstable): wenn eine noch so kleine Störung mit der Zeit wei-
ter anwächst;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Geometrische Veranschaulichung: Fixpunkte (2)

� Schnittpunkte von _x mit x-Achse (d.h. _x = 0 ) sind sogenannte Fixpunkte;

� Zwei Arten von Fixpunkten erkennbar: stabile (attractors, sinks) und in-
stabile (repellers, sources);
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Geometrische Veranschaulichung: Beispiel

Aufgabe: Finde alle stabilen Zustände der Gleichung _x = f (x) = x2 � 1
und klassi�ziere ihre Stabilit ät

Lösung:

� Setze f (x � ) = 0 und löse für x �

� Skizziere Vektorfeld und bestimme Stabilitätsverhalten in steady state(s)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkation - Einleitung

� Stabilitätsverhalten dynamischer Systeme kann von Parameterwahl
abhängen;

� Beispiele: Fixpunkte (steady states) können neu entstehen / verschwin-
den oder ihre Natur kann sich von stabil nach instabil und umgekehrt
verändern;

� Anliegen der Bifurkationsanalyse: Aufdeckung und Beschreibung quali-
tativer Änderungen der Systemstabilität;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkation - wichtige Arten

� Saddle node

� Pitch fork

� Transkritical

� Hopf (Dimension � 2)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Saddle-Node Bifurkation

� Die Saddle-Node Bifurkation repräsentiert den grundlegenden Mecha-
nismuss, durch welchen Fixpunkte kreiert und zerstört werden;

� Prototypisches Beispiel: _x = r + x2:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Gra�sche Darstellung von Bifurkationen (1)

Abfolge von Vektorfeldern für verschiedene Werte eines Parameters (r ):
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Gra�sche Darstellung von Bifurkationen (2)

Der Übergang der Darstellung der Vektorfelder für eine diskrete Anzahl ein-
zelner, hin zu einem Kontinuum von Parameterwerten, liefert folgendes Bild:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Gra�sche Darstellung von Bifurkationen (3)

Üblicher: Variante, bei welcher r die Rolle der unabhängigen Variablen spielt
und auf der Abszisse abgetragen wird (Bifurkationsdiagramm):
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Saddle-node Bifurkation - Beispiel

_x = r � x � e� x

Fixpunkte:

� 0 = r � x � e� x kann nicht explizit nach x aufgelöst werden;

� Geometrische Lösung: 0 = r � x � e� x ) r � x = e� x

– Schnittpunkte von Gerade und Kurve entsprechen den Fixpunkten;

– Vektorfeld unmittelbar ablesbar:

_x < 0 gdw. r � x < e � x bzw. _x > 0 gdw. r � x > e � x
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Saddle-node Bifurkation - Beispiel (Fortsetzung 1)

� Veränderung von r entspricht Verschiebung der Geraden;

� Bifurkation tritt auf wenn Gerade und Kurve tangential verlaufen:
Bifurkationspunkt r = r c
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Saddle-node Bifurkation - Beispiel (Fortsetzung 2)

Berechnung von r c:

� Forderung 1: Vorliegen eines Steady States, d.h. e� x = r � x

� Forderung 2: Vorliegen der Tangentialität, d.h. d
dx e� x = d

dx (r � x)

Aus der zweiten Forderung folgt: � e� x = � 1 und damit x = 0 .

Eingesetzt in Forderung 1 erhält man r = 1 .

Der Bifurkationspunkt ist damit r c = 1 und die Bifurkation tritt an der Stelle
x = 0 auf.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkation - Normalformen (1)

� In gewissem Sinne ist das Einführungsbeispiel _x = r + x2 (bzw. _x = r � x2)
repräsentativ für alle Saddle-node Bifurkationen;

� D.h. nahe einer Saddle-node Bifurkation folgt die Systemdynamik typi-
scher Weise _x = r + x2 bzw. _x = r � x2:

� Um dies zu verdeutlichen, betrachten wir z.B. _x = r � x � e� x nahe der
Bifurkation bei x = 0 und r = 1 .
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkation - Normalformen (2)

Eine Taylor-Entwicklung für e� x um den Punkt x = 0 liefert:

_x = r + x � e� x

= r + x �
�
1 � x +

x2

2!
+ � � �

�

= ( r � 1) �
x2

2
+ � � �

Dieser Ausdruck hat dieselbe algebraische Form wie _x = r � x2.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkation - Normalformen (3)

� Damit Saddle-node Bifurkation auftritt, müssen Schnittpunkte von f (x)
mit x-Achse so liegen, dass sie bei Variation des Bifurkationsparame-
ters kollidieren und verschwinden. D.h. f (x) muss lokal eine parabolische
Form haben, wie sie durch r + x2 (bzw. r � x2) beschrieben wird.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Transcritical Bifurkation (1)

� Es gibt Systeme bei denen Fixpunkte nicht verschwinden können (z.B.
Nullpunkt bei Populationswachstums-Modellen);

� Allerdings können solche permanenten Fixpunkte unter Umständen auch
ihr Stabilitätsverhalten ändern;

� Der Standardmechnismus, der ein solches Verhalten charakterisiert, ist
die Transcritical Bifurkation;

� Die Normalform der Transcritical Bifurkation lautet: _x = rx � x2;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Transcritical Bifurkation (2)
_x = rx � x2

� Trotz variierendem r verschwindet der Fixpunkt bei x = 0 nicht;

� Allerdings ändert er seine Stabilität;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Transcritical Bifurkation (3)

Bifurkationsdiagramm für Transcritical Bifurkation:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Transcritical Bifurkation - Beispiel

_x = r � ln(x) + x � 1

� Für x = 1 liegt hier ein Fixpunkt unabhängig vom Parameter r vor;

� Für x = 1 ergibt sich Bifurkationspunkt r = � 1:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Transcritical Bifurkation - Beispiel (Fortsetzung)

_x = r � ln(x) + x � 1
Fixpunktbedingung:

0 = r ln(x) + x � 1 ) 1 � r ln(x) = x

Änderung der Stabilität (an der Stelle x = 1 ):

d
dx

xjx =1 = 1

d
dx

(1 � r ln(x)) jx =1 = �
r
x

jx =1 = � r

) r c = � 1
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Supercritical Pitchfork Bifurkation (1)

� Pitchfork Bifurkationen treten oft in Problemen auf, welche eine Symme-
trie aufweisen (z.B. räumliche links / rechts Symmetrie o.ä.)

� Innerhalb der Pitchfork Bifurkationen gibt es zwei qualitativ unterschied-
liche Arten: supercritical und subcritical;

� Zunächst hier supercritical Pitchfork Bifurkation betrachtet:

Normalform:
_x = rx � x3

Beachte: Diese ist invariant unter der Transformation x ! � x
(mathematischer Ausdruck der erwähnten Symmetrieeigenschaft)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Supercritical Pitchfork Bifurkation (2)

� Darstellung des Vektorfeldes einer typischen Supercritical Pitchfork Bi-
furkation: Zeigt die Generierung von zwei neuen Fixpunkten ausgehend
von einem FP, welcher hierbei sein Stabilitätsverhalten ändert:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Supercritical Pitchfork Bifurkation (3)

Bifurkationdiagramm für Supercritical Pitchfork Bifurkation:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Supercritical Pitchfork Bifurkation - Beispiel

_x = � x + � tanh(x)
Fixpunktbedingung:

0 = � x + � tanh(x) ) x = � tanh(x)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Supercritical Pitchfork Bifurkation - Beispiel (Forts. 1)

_x = � x + � tanh(x)

Bifurkationsbedingung (x � = 0 ):

d
dx

� tanh(x)jx =0
!=

d
dx

x = 1

Man erhält � folgendermaßen:

1 =
d

dx
� tanh(x)jx =0 = �

d
dx

tanh(x)jx =0 = �
1

cosh2(x)
jx =0

da cosh(0) = 1
) � = 1 :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Supercritical Pitchfork Bifurkation - Beispiel (Forts. 2)
Zeichen des Bifurkationsdiagrammes:
Fasse x � als unahhängige Variable auf;
Berechne � = x � =tanh(x � ) und stelle dies in � -x-Diagramm dar:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Subcritical Pitchfork Bifurkation (1)

� Der Übergang in der Normalform von _x = rx � x3 zu

_x = rx + x3

liefert sogenannte Subcritical Pitchfork Bifurkation;

� Im Gegensatz zur supercritical Form, fallen in diesem Fall am Bifurka-
tionspunkt 3 Fixpunkte (2 instabile und 1 stabiler) zu einem instabilen FP
zusammen;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Subcritical Pitchfork Bifurkation (2)
Bifurkationdiagramm für Subcritical Pitchfork Bifurkation:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Subcritical Pitchfork Bifurkation (3)

� Wie bei supercritical Form, ändert der Ursprung (x = 0 ) sein Verhalten
am Bifurkationspunkt von stabil (r < 0) zu instabil (r > 0);

� Hier allerdings wird die Instabilität nicht durch einschließende stabile FP
”abgefangen”; Das System ”explodiert” (d.h. x(t) ! 1 ) für alle Anfangs-
zustände x0 6= 0 ;

� In der realen Systemen wird ein solches Verhalten oft durch Terme höher-
er Ordnung abgefangen:

Kanonisches Beispiel: _x = rx + x3 � x5
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Subcritical Pitchfork Bifurkation - Beispiel

_x = rx + x3 � x5

Bifurkationdiagramm:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Subcritical Pitchfork Bifurkation - Beispiel (Fortsetzung)

� Auftreten von Sprüngen (jumps) und von Hysteresis möglich;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

”Imperfekte” Bifurkationen und ”Katastrophen” (1)

� Störung der Symmetrie (wie unter realen Bedingungen üblich) führt zu
qualitativen Veränderungen des Stabilitätsverhaltens;

� Betrachtung des Beispieles einer ”gestörten” supercritical Pitchfork Bi-
furkation:

_x = h + rx � x3

� Hierbei ist h der sogenannte Imperfektions-Parameter (h = 0 liefert su-
percritical Pitchfork Situation);
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

”Imperfekte” Bifurkationen und ”Katastrophen” (2)

� Vereinfachung: festes r und variierendes h;

� Ermittlung der Fixpunkte: z.B. gra�sch bzw. L ösung kubischer Gleichung;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

”Imperfekte” Bifurkationen und ”Katastrophen” (3)

� Kritische Punkte an den lokalen Extrema der Funktion y = rx � x3;

� Hier (Tangentialität mit h) treten Saddle-node Bifurkationen auf;

� Um die zugehörigen Werte von h zu erhalten, müssen die Extremwerte
ermittelt werden, d.h. löse d

dx (rx � x3) = r � 3x2 = 0 ) xmax =
p r

3

� ... und ermittle die Funktionswerte, d.h. rx max � (xmax )3 = 2r
3

p r
3.

� Analog für Minimum; D.h. Saddle-node Bifurkationen treten auf für

h = � hc(r ) mit hc(r ) =
2r
3

r
r
3

:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

”Imperfekte” Bifurkationen und ”Katastrophen” (4)

� Um Systemverhalten in Abhängigkeit von beiden Parametern (r; h ) dar-
zustellen, verwendet man ein sogenanntes Stabilitätsdiagramm;

� Zeigt Regionen verschiedenen Stabilitätsverhaltens im Parameterraum;

Dr. Ingo Röder, IMISE, Universität Leipzig Folie 107



Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

”Imperfekte” Bifurkationen und ”Katastrophen” (5)

� Allerdings können die Resultate auch mittels Bifurkationsdiagramm dar-
gestellt werden:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

”Imperfekte” Bifurkationen und ”Katastrophen” (6)

� Eine weitere Möglichkeit der Visualisierung ist eine 3D Darstellung (x als
Funktion von r und h):
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Beispiel: Tannentriebwickler / Spruce Budworm (1)

� Raupen des Tannentriebwickler sind ein bedeutender Schädling in den
Wäldern Ostkanadas;

� Ein Ausbruch (übermäßiges Anwaches der Population) dieser Insekten
kann ganze (Tannen-)Wälder innerhalb weniger Jahre zerstören;

� Einfaches Model zur Beschreibung von Insekten / Wald Interaktion 1978
von Ludwig et al. (J. Anim. Ecol.) vorgeschlagen:

– Trennung der Zeitskalen: Budworm Population (Verfünffachung in 1
Jahr) / Bäume (Erneuerung der Nadeln in 7-10 Jahren, Lebensdau-
er ca. 120 Jahre)

– Annahme eines Steady States der Wälderdynamik
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Beispiel: Tannentriebwickler / Spruce Budworm (2)

Model:
_N = RN

�
1 �

N
K

�
� p(N )

� N (t) : : : Insektenpopulation

� R : : : Wachstumsrate

� K : : : ”carrying capacity”

� p(N ) = BN 2

A 2+ N 2 : : : Verlustrate
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Beispiel: Tannentriebwickler / Spruce Budworm (3)

� vollständiges Modell:

_N = RN
�

1 �
N
K

�
�

BN 2

A2 + N 2

� Übergang zu dimensionsloser Form vermittels:
x = N=A; � = B � t=A; r = RA=B ; k = K=A

dx
d�

= rx
�

1 �
x
k

�
�

x2

1 + x2
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Beispiel: Tannentriebwickler / Spruce Budworm (4)

Fixpunktbedingung:

rx
�

1 �
x
k

�
=

x2

1 + x2

) 1.) x �
1 = 0 und 2.) r

�
1 � x

k

�
= x

1+ x 2
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Beispiel: Tannentriebwickler / Spruce Budworm (5)

Stabilität der Fixpunkte:

� Außer dem trivialen FP
x �

1 = 0 (instabil) gibt es
noch 2, von weiterem in-
stabilen FP getrennte FP;

� Der gößere (c) wird als
outbreak-Level und der
kleinere als refuge-Level
bezeichnet;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Beispiel: Tannentriebwickler / Spruce Budworm (6)

� Instabiler FP b agiert als Threshold;

– d.h. Systemverhalten abhängig von Startwert;

� Ein ”Ausbruch” (FP c) kann aber auch durch Veränderung der Parameter
r und k induziert werden:

– z.B. Erhöhung von r kann zu Saddle-node Bifurkation führen, so dass
der FP a verschwindet;

– In diesem Fall springt das System unmittelbar nach c (outbreak-Level);
– Durch Hysteresis-Effekt ist dies auch nicht durch ein ”Zurücksetzten”

von r auf Ausgangswert rückgängig zu machen;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Beispiel: Tannentriebwickler / Spruce Budworm (7)

Veranschaulichung der Saddle-node Bifurkationen im r � k� Parameterraum.
Dazu Darstellung der Abhängigkeit von r und k (Bifurkationskurve) in para-
metrischer Form, d.h. (k(x); r (x)) 8x > 0.

Fixpunktbedingung: r
�

1 �
x
k

�
=

x
1 + x2 (39)

Tangentialität: d
dx

h
r

�
1 �

x
k

�i
=

d
dx

�
x

1 + x2

�

) �
r
k

=
1 � x2

(1 + x2)2 (40)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Beispiel: Tannentriebwickler / Spruce Budworm (8)

� Einsetzen von (40) in (39) liefert

r =
2x3

(1 + x2)2

� Ausnutzung dieses Ausdruckes in (40) ergibt weiterhin

k =
2x3

x2 � 1

� Da k > 0, ist der Bereich von x restingiert auf x > 1.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Beispiel: Tannentriebwickler / Spruce Budworm (9)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkationen in 2-dimensionalen Systemen (1)

� Auch in 2 oder mehr Dimensionen können Fixpunkte durch Parameter-
variation generiert, zerstört oder destabilisiert werden;

� Im Gegesatz zur Eindimensionalität können jetzt aber auch Zyklen auf-
treten;

� An dieser Stelle allerdings Fokus auf Saddle-node-, Transcritical- und
Pitchfork-Bifurkation in 2-dimensionalen Systemen;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkationen in 2-dimensionalen Systemen (2)

Betrachte System

_x = f (x; y)

_y = g(x; y)

� Fixpunkte:

– Bestimme Schnittpunkte der ”Nullisoklinen” 0 = f (x; y) und 0 = g(x; y)

� Bifurkationspunkte:

– Gibt es Änderungen in der Anzahl der Schnittpunkte / Kann Tangentia-
lität der ”Nullisoklinen” auftreten ?
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkationen in 2D - Beispiel

Einfaches, von Grif�th (1971) vorgeschlagenes, Model für genetisches Re-
gulationssystem:

� Es bezeichne x und y die Konzentration eines Proteins und der zugehöri-
gen mRNA;

� a und b seinen die Ratenkonstanten der Zerfallsprozesse von x und y;

� Es werde angenommen, dass das Gen (d.h. die Transkription der mRNA
y) von seinem eigenen Genprodukt (d.h. dem Protein x) stimuliert wird
(autokatalytischer Prozess).
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkationen in 2D - Beispiel (Forts. 1)

� Unter der Annahme, dass 2 Protein(x)-Moleküle zur Transkription (Ab-
schreibung der DNA) des zugehörigen Gens (und damit zur Produktion
der mRNA y) führen, kann die Dynamik des System beschrieben werden
mittels:

_x = � ax + y

_y =
x2

1 + x2 � by

(für Details der Herleitung wird auf die kommenden VL verwiesen)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkationen in 2D - Beispiel (Forts. 2)

� Zur Analyse des dynamischen Systemverhalten bestimme zunächst po-
tentielle Fixpunkte;

� Betrachte dazu die Nullklinen:

y = ax

y =
x2

b(1 + x2)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkationen in 2D - Beispiel (Forts. 3)

� Für kleines a (bei festem b)
schneiden sich diese Nullklinen
in 3 Punkten.

� Für größeres a (bei festem b)
wird eine Bifurkation durchlau-
fen, so dass nur noch der trivia-
le Fixpunkt im Koordinatenur-
sprung bleibt.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkationen in 2D - Beispiel (Forts. 4)
Bestimmung des Bifurkationspunktes ac:

� Schnittpunkte gegeben durch ax = x 2

b(1+ x 2)

� Erste Lösung: x �
1 = 0 und damit y�

1 = 0

� Andere Schnittpunkte gegeben durch Gleichung ab(1 + x2) = x

� Diese hat Lösung x �
2=3 = 1�

p
1� 4a2b2

2ab für 1 � 4a2b2 > 0, d.h. 2ab < 1.

� Für 2ab = 1 fallen beide Lösungen zusammen (Tangentialität der Nullkli-
nen), d.h. ac = 1

2b
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkationen in 2D - Beispiel (Forts. 5)

� Aus den Nullklinen kann man
schon viel über das Stabilitäts-
verhalten für a < a c ablesen:

� Das Vektorfeld ist senkrecht auf
der Geraden und waagerecht
auf der sigmoiden Funktion.

� Weitere Richtungsvektoren
können aufgrund der Kenntnis
der Vorzeichen von _x bzw. _y
skizziert werden.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkationen in 2D - Beispiel (Forts. 6)

� Allerdings kann das Stabilitätsverhalten in den Fixpunkten auch analy-
tisch bestimmt werden (siehe VL MBMS-1):

� Bestimme dazu die Jakobi-Matrix (Matrix der partiellen Ableitungen) von
_x bzw. _y und bestimme deren Spur / Determinate am jeweiligen Fixpunkt

J =
�

� a 1
2x

(1+ x 2)2 � b

�

� Die Spur von J , tr (J ) = � (a + b) ist für positive a; b immer negativ, d.h.
all Fixpunkte sind entweder Knoten oder Sattelpunkte.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkationen in 2D - Einschub/Wiederholung

mit � : : : tr (J ) und 
 : : : det(J )
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkationen in 2D - Beispiel (Forts. 7)
Berechnung von det(J ) an den jeweiligen Fixpunkten liefert:

� (0; 0) ) det(J ) = ab > 0 ) Ursprung immer stabil; speziell stabiler
Knoten da tr (J )2 � 4 det(J ) = ( a � b)2 > 0 (mit Ausnahme a = b).

� Die Betrachtung der anderen zwei Fixpunkte ist etwas komplizierter. Die
Determinante von J kann für allgemeine x; y dargestellt werden als

det(J ) = ab�
2x �

(1 + ( x � )2)2 = ab
�
1 �

2
1 + ( x � )2

�
= ab

�
(x � )2 � 1
1 + ( x � )2

�
:

D.h. für den mittleren FP (0 < x � < 1) ) det(J ) < 0 ) Sattelpunkt
und für FP mit 1 < x � ) det(J ) < ab und tr (J )2 � 4 det(J ) > (a � b)2 >
0 ) stabiler Knoten.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Bifurkationsanalyse

Bifurkationen in 2D - Beispiel (Forts. 8)

Biologische Interpretation:

� Einfaches Modell eines biochemischen ”Schalters” : d.h. es gibt zwei par-
allel existierende stabile Zustände des System:

– ”ausgeschaltetes Gen” (trivialer FP)
– stabil ”angeschaltetes Gen” (nichttrivialer stabiler FP)

� Dies aber nur, wenn ab > 1=2; ansonsten existiert nur der triviale FP.

� Welcher Zustand angenommen wird hängt von Initialzustand bzw. von
(hinreichend großen) Systemstörungen ab.

Dr. Ingo Röder, IMISE, Universität Leipzig Folie 130



Modellierung zellulärer Reguationsprozesse

Modellierung von Prozessen der Genregulation
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Genetische Information

� Gen: DNA-Segment welches für ein Produkt (im Allgemeinen ein Protein)
kodiert;

� Gen-DNA wird mittels RNA-Polymerase in mRNA transkribiert (Transkrip-
tion);

� Mit Hilfe von Ribosomen wird aus dieser Information das Protein herge-
stellt (Translation);
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Transkription

� Für korrekte Transkription Erkennung von Start- und Endpunkt notwen-
dig;

� Operator (Teil des Promotors): Nukleotid-Sequenz die den Startpunkt für
RNA Synthese codiert;

� Terminator (Stopp-Kodon): Nukleotid-Sequenz welche den Endpunkt der
Transkription festlegt;

Dr. Ingo Röder, IMISE, Universität Leipzig Folie 133



Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Transkription - Prokaryoten
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Transkriptionszyklus - Prokaryonten
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Transkription - Eukaryoten (1)

� Im Gegensatz zu Bakterien, hier 3 RNA-Polymerasen: RNA-Polymerase
I, II, III

� RNA Polymerasen brauchen weitere Proteine zur Transkription: allgemei-
ne Transkriptionsfaktoren;

� Transkrtiption muss DNA Packung / Chromatin-Struktur adäquat behan-
deln;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Transkription - Eukaryoten (2)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Transkription - Eukaryoten (3)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Transkription - Translation
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Genregulation

� Obwohl die genetische Information (Gene-, Start- und Stopp-Sequenzen)
in nahezu allen Zellen vorhanden sind, werden diese nur im Bedarfsfall
genutzt (d.h. aktiv transkribiert);

� Um das zu erreichen sind regelbare Aktivierungs- bzw. Inhibitionsmecha-
nismen notwendig;

! Zunächst Betrachtung am (einfacheren) Beispiel der Prokaryonten : : :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Genregulationskontrolle (1)

� Die Synthese von zellulären, biochemischen Produkten erfordert meist
ein Serie von enzymvermittelten Reaktion;

� Die Bereitstellung der Enzyme ist (bei Prokaryoten) oft durch eine Se-
quenz benachbarter Gene vermittelt;

� Eine solche Sequenz von sogenannten Strukturgenen wird Operon ge-
nannt;

� Die Steuerung der Transcription dieser Strukturgene ist durch gemeinsa-
men Promotor kontrolliert ;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Genregulationskontrolle (2)

� Innerhalb des Promotors gibt es sogenannte Operator-elemente;

� Diese kurzen Abschnitte regulativer DNA erlauben die Bindung von Re-
pressor- bzw. Aktivator-Molekülen;

� Mit Hilfe von Repressoren bzw. Aktivatoren kann eine negative bzw. po-
sitive Regulation der Gene erreicht werden;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Genregulationskontrolle (3)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Genetische Schalter

Zunächst Betrachtung eines einfachen An/Aus Schalters im E. coli Bateri-
um, welcher von einzelnem Signal kontroliert wird:

� Genetische Information eines E. coli Bakteriums in einem ringförmigen
DNA Molekül gespeichert;

� DNA Molekül enthält ca. 4:6x106 Nukleotid-Paare, welche ca. 4300 Gene
kodieren;

� Aktivierung von Teilmengen dieser Gene z.B. aufgrund der aktuellen
Nahrungsbedingungen;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: Tryptophan-Opereon (1)

� Tryptophan ist eine (beim Menschen essentielle) Aminosäure, welche als
Baustein vieler Proteine benötigt wird

� E. coli ist in der Lage Tryptophan zu synthetisieren
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: Tryptophan-Opereon (2)

Dr. Ingo Röder, IMISE, Universität Leipzig Folie 146



Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: lac -Operon (1)

� Verstoffwechslung von Lactose in E. coli ;

� Lactose ist als Nahrungsquelle nicht ständig verfügbar;

� Aus diesem Grund realisiert E. coli auch die Synthese von dafür benötig-
ten Enzymen nicht ständig, sondern nur bei Bedarf (d.h. nur wenn Lacto-
se als Nahrung zur Verfügung steht);

� Regulation der koordinierten Enzymproduktion durch lac-Operon vermit-
telt;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: lac -Operon (2)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: lac -Operon (3)

Laktose außen Aktiver Transport von außen nach innen unter Vermittlung
von Permease entspreched einer Michaelis-Menten-Kinetik ;

Laktose innen Aktiver Transport von außen nach innen siehe oben; Spal-
tung der Laktose in Galaktose und Glukose unter Vermittlung von � -
Galaktosidase entsprechend einer MM-Kinetik;

mRNA Die Produktion von mRNA wird proportional zum Anteil aktiver Ge-
ne angesetzt. Weiterhin zerfallen mRNA Moleküle entsprechend einer
Kinetik 1. Ordnung;

Permease, � -Galaktosidase Produktion proportional zur Menge der mR-
NA sowie ein Abbau entsprechend einer Kinetik 1. Ordnung;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: lac -Operon (4)

Laktose-vermittelte Aktivierung des lac-Operons:

� lac-Operon steht unter negativer Kontrolle des lac-Repressors;

� � -Galaktosidase isomerisiert Laktose in Allolaktose (eine allosterisches
Isomer der Laktose) und spaltet Laktose in Galaktose und Glukose (wel-
che metabolisiert werden);

� Die Allolaktose bindet an Repressormolekül; Dies ist eine allosterische
Reaktions, d.h. das Induktormolekül (hier Allolaktose) verändert durch
seine Bindung die Konformation des Repressormoleküls und setzt damit
die Bindungsaf�nit ät des Repressors an die DNA herab.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: lac -Operon (5)

Es gibt noch ein weitere Regulationssystem des lac-Operators:

� Bei Verfügbarkeit von Laktose und Glukose wird Synthese von � -
Galaktosidase erst induziert wenn Glukose verbraucht;

� Der bisher beschriebene Operon-Regelation kann diese Hemmung der
� -Galaktosidase-Induktion nicht erklären;

! Erweiterung:

� Ein (unbekanntes) Abbauprodukt von Glukose verhindert die Aktivierung
des lac-Operons (Katabolitrepression)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: lac -Operon (6)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: lac -Operon (7)

Glukoseabbau zyklisches Adenosinmonophosphat (cAMP) - Konzentrati-
on gering solange ausreichend Glukose vorliegt; bei Absinken der Glu-
kosekonzentation steigt cAMP-Konzentration

CAP-cAMP Komplex cAMP bildet zusammen mit dem Protein CAP (cata-
bilite activator protein) einen Komplex, der als Aktivator des lac-Operons
wirkt;

Operon-Aktivierung Aus der möglichen Kombinatorik von Laktose indu-
zierter und cAMP-CAP induzierter Aktivierung resultiert die Aktivierung
des lac-Operators nur bei Inaktivierung des lac-Repressors vermittels
Laktose und Aktivierung seitens des cAMP-CAP-Komplexes;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: lac -Operon (8)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Modell des lac -Operons (1)

Vereinfachende Annahmen:

� Umwandlung von Laktose in Allolaktose wird nicht betrachtet;
(d.h. interne Lactose =̂ Alolaktose)

� Die Inhibition durch Glukose wird nicht betrachtet;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Modell des lac -Operons (2)

Laktose (außen):
dla
dt

= � � 1e1
la

K 1 + la

Laktose (innen):
dli
dt

= � 1e1
la

K 1 + la
� � 2e2

l i
K 2 + l i

mRNA:
dm
dt

= k1

 

� +
l i

n

1
K + l i

n

!

| {z }
Anteil aktiver Gene

� k2m
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Einschub: Herleitung Anteil aktiver Gene (1)

� Um chemische Reaktionsgleichung in Differentialgleichung zu überführen
nutzt man im Allgemeinen das Massenwirkungsgesetzt, d.h. Produkti-
onsrate proportional zum Produkt der Reaktanten, aus;

� Massenwirkungsgesetz basiert auf zufälligen Kollosionen vieler Mo-
leküle;

� Hier allerdings nur ein Gen betrachtet;

� Aus diesem Grund muss hier eine andere Argumentation angewandt wer-
den:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Einschub: Herleitung Anteil aktiver Gene (2)

� Nur aktivierte Gene tragen zur mRNA Synthese bei;

� Die Aktivierung wird durch Bindung von n Laktose-Molekülen an das Re-
pressormolekül induziert:

Gi + n � L i

k+

*)
k �

Ga

� Die zugehörige Bilanzgleichung lautet

dga

dt
= k+ � gi � l i

n � k� � ga
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Einschub: Herleitung Anteil aktiver Gene (3)

� Unter steady-state-Annahme erhält man nunmehr:

dga

dt
= 0 = k+ � gi � l i

n � k� � ga

k� � ga = k+ � gi � l i
n ) ga = K � gi � l i

n mit K =
k+

k�
:

� Damit ergibt sich für den Anteil aktivier Gene p:

p = � +
ga

gi + ga
= � +

K � gi � l i
n

gi + K � gi � l i
n = � +

K � l i
n

1 + K � l i
n = � +

l i
n

1
K + l i

n
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Einschub: Herleitung Anteil aktiver Gene (4)

� D.h. in großer Population von Zellen ist der Anteil von (identischen) Ge-
nen in aktivem Zustand angebbar durch

p = � +
l i

n

1
K + l i

n :

Hierbei beschreibt der Term � , eine minimale stochastische ”Hintergrund-
aktivierung” auch in Abwesenheit von Laktose.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Modell des lac -Operons (3)

Laktose (außen):
dla
dt

= � � 1e1
la

K 1 + la

Laktose (innen):
dli
dt

= � 1e1
la

K 1 + la
� � 2e2

l i
K 2 + l i

mRNA:
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dt

= k1
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Modell des lac -Operons (4)

Unter der Annahme, dass die Enzyme (E1: Permease, E2 : � -
Galaktosidase) nach Kinetiken 1. Ordung produziert/abgebaut werden, d.h.

� Produktion mit Raten c1; c2 proportional zur verfügbaren mRNA

� Abbau mit Raten d1; d2 proportional zur aktuellen Enzymkonzentration

kann man die Systemdynamik mit folgenden Gleichungen beschreiben:

de1

dt
= c1 � m � d1 � e1 ;

de2

dt
= c2 � m � d2 � e2
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Modell des lac -Operons (5)
... weitere vereinfachende Annahmen:

� Verlustraten der Enzyme sollen sowohl Abbau (A) als auf Verdünnungs-
effekte (V) durch Zunahme des Zellvolumens beinhalten (typischerweise
A << V) ) identische Verlustraten für Permease und � -Galaktosidase
(c1 = c2 � c);

� Identischer Produktionsraten (d1 = d2 � d) für die Enzyme Permease
und � -Galaktosidase (da beide Enzyme von einer mRNA kodiert);

� Hieraus folgt: e1 = e2 � e

� Quasi-steady-state Annahme für mRNA Produktion (d.h. dm
dt = 0 );
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Modell des lac -Operons (6)

Somit ergibt sich ein abgeschlossenes System aus 3 Differentialgleichun-
gen:

dla
dt

= � � 1 � e �
la

K 1 + la

dli
dt

= � 1 � e �
la

K 1 + la
� � 2 � e �

l i
K 2 + l i

de
dt

= c �
k1

k2

 

� +
l i

n

1
K + l i

n

!

� d � e
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Modell des lac -Operons (7)

Einführung dimensionsloser Variablen �; � a; � i ; " :

� = t
t 0

; � a = l a
K 1

; � i = l i
K 2

; " = e
e0

mit t0 = K 1
(e0� 1) und e0 = cK 1k1

( � 1k2)

)
d� a

d�
= � " �

� a

1 + � a

d� i

d�
= � � "

�
� a

1 + � a
� � �

� i

1 + � i

�

d"
d�

= � +
� n

i

� + � n
i

� � � "

mit dimensionslosen Konstanten � = K 1
K 2

; � = � 1
� 2

; � = 1
np KK 2

; � = d � t0.

Dr. Ingo Röder, IMISE, Universität Leipzig Folie 165



Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Simulationsresultate: lac -Operons (1)

� Parameter: � = � = � = 1 ; � = 0 :01; � = 0 :0001; n = 2

� Startwerte: � a(0) = � i (0) = 0 ; " (0) = 0 :01

� Szenario 1: � = 10 Gabe einer Einheit Laktose
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Simulationsresultate: lac -Operons (1)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Simulationsresultate: lac -Operons (2)

� Parameter: � = � = � = 1 ; � = 0 :01; � = 0 :0001; n = 2

� Startwerte: � a(0) = � i (0) = 0 ; " (0) = 0 :01

� Szenario 2: 10 � � � 400 kont. Zufuhr von 0.03 Einheiten Laktose pro
Zeitschritt
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Simulationsresultate: lac -Operons (2)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: Transkriptionsfaktor(TF)-Interaktion bei
hämatopoetischen Stammzellen (HSC) (1)

basierend auf Roeder & Glauche (2006), Journal of Theoretical Biology

� Wir betrachten im folgenden Beispiel molekulare Entscheidungsprozesse
bei hämatopoetischen (blutbildenden) Stammzellen (HSC)

� Diese Zellen sind in der Lage die lebenslange Produktion der verschied-
nen Arten (z.T. sehr kurzlebiger) funktionaler Blutzellen zu realisieren.

� Bevor die Details des Modells dargestellt werden, zunächst kurze Vor-
stellung des biologischen Systems : : :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (2)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (3)

� HSC sind in der Lage verschiedene Arten reifer Blutzellen (z.B. Erythro-
zyten, Granulozyten, Lymphozyten, Thrombozyten) zu bilden.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (4)

� Inwieweit der Differenzierungsprozess eine unidirektionale oder eher ei-
ne reversible Entwicklung ist, wird derzeit noch kontrovers diskutiert.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (5)

� Den Entscheidungsprozess für die Entwicklung in einen der Zelltypen
nennt man Linienspezi�kation .

� Die molekularen Regulationsmechanismen, die der Linienspezi�kation
zugrunde liegen sind derzeit weitgehend unverstanden.

� Allerdings geht man davon aus, dass die Wechselwirkung bestimm-
ter Proteine, sogenannter Transkriptionsfaktoren (TF), eine bedeutenden
Rolle dabei spielt.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (6)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (7)

� Offensichtlich gibt es ein qualitative Änderung in der Zellfunktionalität.

� Weiterhin ist es allgeine akzeptiert, dass primitive, undifferenzierte
(Stamm-)Zellen verschiedene linienspezi�sche Transkrip tionsfaktoren si-
multan auf niedrigem Niveau exprimieren (sogenanntes ”priming”).

� Allerdings ist nicht geklärt, ob dieses ”priming” eine regulative Funktion
hat, d.h. ob es für die Differenzierungsentscheidung der Zellen essenti-
ell ist oder ob es nur eine Art unspezi�sches ”Hintergrundra uschen” der
Genexpression ist.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (8)

� Im folgenden Vorstellung eines speziellen Ansatzes zur Beschreibung
der Interaktion von zwei TF (TF-Komplexen), die als wichtige Kompo-
nenenten der Linenspezi�kation h ämatopoetischer Stammzellen ange-
sehen werden:

– PU.1: spezi�sche für erythroide und megakariozyt äre Entwicklung;
– GATA-1: spezi�sche für myeloide und lymphoide Entwicklung.

� Beide TF sind in der Lage

– ihre eigene Transkription zu stimulieren;
– ihre Transkription wechselseitig zu inhibieren.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (9)

� Aufgrund molekularbiologischer Experimente kennt man z.T. die genauen
Interaktionsmechanismen der zwei TF, PU.1 und Gata-1:

� Hieraus abgeleitet, vereinfachte Repräsentation der TF-Interktion : : :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (10)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (11)
Chemische Reaktionsgleichungen:

X + X + D x
K 1*) D xx

x ; D xx
x

sx! D xx
x + X (41)

Y + Y + D x
K 2*) D yy

x ; D yy
x

ux! D yy
x + X (42)

Y + Y + D y
K 3*) D yy

y ; D yy
y

sy
! D yy

y + Y (43)

X + X + D y
K 4*) D xx

y ; D xx
y

uy
! D xx

y + Y (44)

X + Y
K 5*) Z2; (45)

X + Y + D x
K 6*) D xy

x ; (46)

X + Y + D y
K 7*) D xy

y : (47)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (12)

Wir treffen folgende vereinfachende Annahmen:

� quasi-steady-state (bzw. rapid equilibribrium) Annahme für alle reversi-
blen Reaktionen;

� Annahme unmittelbarer tri-molekularen Reaktionen, d.h. Bindung von Di-
meren, wobei die Dimerisation nicht näher betrachtet wird;

� Abbau von Monomeren X; Y gemäß Kinetik 1.Ordnung mit Ratenkon-
stanten kx

0 bzw. ky
0 ; Dimere werden als stabil angenommen (d.h. kein

Abbau)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (13)

� Um X / Y zu transkripieren ist es erforderlich, dass ein X=Y -Dimer als
Aktivator an den jeweiligen Promotor gebunden ist.

� Beachte: Unterschied spezi�scher / unspezi�scher Transkription.

� Ausgehend von der Gesamtmenge von Promotorbindungsstellen:

D tot
x=y = D x=y + D xy

x=y + D xx
x=y + D yy

x=y

kann Anteil zur Transkription beitragender Promotoren berechnet wer-
den.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (12)

Hierbei nutzen wir die Gleichgewichts (bzw. Dissoziationskonstanten), die
anhand der Gleichungen (41),(42), (43), (44), (46) und (47) ermittelt werden
können:

K 1 =
D xx

x

D x x2 ; K 2 =
D yy

x

D x y2 ; K 3 =
D yy

y

D yy2

K 4 =
D xx

y

D yx2 ; K 6 =
D xy

x

D x xy
; K 7 =

D xy
y

D yxy
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (13)
Die Anteile aktiver Promotoren für X bzw. Y geben sich damit zu

D xx
x + D yy

x

D tot
x

=
K 1x2D x + K 2y2D x

D x + K 1x2D x + K 2y2D x + K 6xyD x

=
K 1x2 + K 2y2

1 + K 1x2 + K 2y2 + K 6xy
(48)

und

D yy
y + D xx

y

D tot
y

=
K 3y2D y + K 4x2D y

D y + K 3y2D y + K 4x2D y + K 7xyD y

=
K 3y2 + K 4x2

1 + K 3y2 + K 4x2 + K 7xy
(49)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (14)

Damit kann das folgende Differentialgleichungssystem für die Konzentratio-
nen von TF X bzw. Y aufgestellt werden:

dx
dt

= � k0x x +
sx K 1x2 + ux K 2y2

1 + K 1x2 + K 2y2 + K 6xy
(50)

dy
dt

= � k0y y +
syK 3y2 + uyK 4x2

1 + K 3y2 + K 4x2 + K 7xy
(51)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (15)

Beschränkung auf symmetrischen Fall, d.h. kx
0 = ky

0 = k0, sx = sy = ~s,
ux = uy = ~u, K 1 = K 3, K 2 = K 4, and K 6 = K 7 und Übergang zu dimensi-
onslosen Variablen liefert

dx
d�

= � x +
sx2 + ukuy 2

1 + x2 + kuy 2 + kr xy
; (52)

dy
d�

= � y +
sy 2 + ukux2

1 + kux2 + y 2 + kr xy
; (53)

mit x =
p

K 1x; y =
p

K 1y; ku = K 2=K1; kr = K 6=K1

s =
p

K 1~s=k0; u =
p

K 1~u=k0und � = k0t

.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (16)

Bestimmung der steady states, d.h. Forderung _x = _y = 0 :

x =
sx2 + ukuy 2

1 + x2 + kuy 2 + kr xy
; (54)

y =
sy 2 + ukux2

1 + kux2 + y 2 + kr xy
: (55)

� Schnittpunkte dieser beiden Nullisoklinen liefert steady states (x � ; y� ).

� Im folgenden zunächst nur Betrachtung von steady states auf der Diago-
nalen, d.h steady states der Form (x � ; x � ).
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (17)

� Im Falle der Beschränkung der steady state Bestimmung auf Punkte der
Diagonalen x = y können die Gleichungen der Nullisoklinenen zusam-
mengefasst werden zu

x � =
x � 2(s + uku )

1 + x � 2(1 + ku + kr )

� Neben der trivialen Lösung x �
1 = 0 und damit dem steady state (0,0) lie-

fert die Lösung dieser quadratischen Gleichung noch zwei weitere steady
states

x �
2=3 =

(s + uku) �
p

(s + uku )2 � 4(1 + ku + kr )
2(1 + ku + kr )
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (18)

� Um Bifurkationspunkte zu identi�zieren betrachtet man Bed ingungen un-
ter denen die Nullisoklinen sich mit gleichem Anstieg (tangential) schnei-
den.

� Wir betrachten im folgenden s (spezi�sche Transkriptionsrate) als Bifur-
kationsparameter.

� Hier im weiteren Verzicht auf analytische Herleitung (siehe dafür Roeder
& Glauche, J. Theor. Biol. 2006); Anstatt dessen graphische Veranschau-
lichung des Systemverhaltens : : :

Dr. Ingo Röder, IMISE, Universität Leipzig Folie 189



Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (19)
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Nullisoklinen für variierendes s und u = 1 ( ku = 1 ; kr = 0) :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (20)
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Bifurkationsdiagramm bzgl. x für Bifurkationsparameter s und u = 1 ( ku =
1; kr = 0) :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (21)
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Nullisoklinen für variierendes s und u = 0 :4 (ku = 1 ; kr = 0) :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (22)
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Bifurkationsdiagramm bzgl. x für Bifurkationsparameter s und u =
0:4 (ku = 1 ; kr = 0) :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (23)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (24)

� Es bereits erwähnt, dass experimentellen Untersuchungen auf zwei ver-
schiedene Inhibitionsmechanismen für GATA-1 und PU.1 hinweisen:

– Die Bindung von PU.1 an GATA-1 (Komplex Z2) verhindert explizit die
Bindung von GATA-1 an seine Promotorregion.

– Die Bindung von GATA-1 an PU.1 (Komplex Z1) verhindert die Bindung
des Koaktivators c-Jun, verhindert aber nicht die Besetzung der PU.1
Binduzngsstelle in der PU.1 Promotorregion.

� D.h. es wird eine funktionelle Asymmetrie induziert.

� Diese kann im Model repräsentiert werden durch:

K 6 > 0; K 7 = 0 :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (25)

� Im dimensionslosen Model wird dies widergespiegelt durch zwei unter-
schiedliche Bindungs-Ratenkonstanten

kr x > 0 kr y = 0 :

� Zusätzliche Bindungsmöglichkeit (kr x > 0) repräsentiert Reduktion der
X -Transkriptionsaktivität (d.h. Nachteil bezogen auf Y ).

� Durch diese Annahme unterscheidet sich nun die Gestalt von X und Y-
Nullisokline:

x =
sx2 + ukuy 2

1 + x2 + kuy 2 + kr x xy
; y =

sy 2 + ukux2

1 + kux2 + y 2 :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (26)
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Nullisoklinen für variierendes s bei Annahme einer funktionellen Asymme-
trie, d.h. kr x = 0 :1 und kr y = 0 . (u = 0 :8; ku = 1 )
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (27)
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Bifurkationsdiagramme für zunehmende funktionelle Asymmetrie, d.h. vari-
irendes kr x (kr y = 0 ; u = 0 :8; ku = 1 ).
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Genregulation

Beispiel: TF-Interaktion bei HSC (28)
Biologische Schlussfolgerungen aus dieser Analyse:

� Es gibt zwei unterschiedliche Erklärungen für ”priming” im Kontext des
dynamischen Modells

1. ”priming” entspricht stabilen Zustand (0 ; 0) , wobei die beobachtete niedrige Koex-
pression lediglich stochastisches ”Hintergrundrauschen” darstellt. In diesem Fall ist
eine signi�kannte St örung des Systems notwendig, um diesen Zustand zu verlassen.

2. ”priming” entspricht nicht-trivialen stabilen Zustand. Hierbei kann der Übergang zu
spezi�scher Hochregulation eines TF ohne signi�kante Syst emstörung - d.h.durch
reine Parameteränderung (z.B. s) - erreicht werden. Allerdings setzt ein solcher sta-
biler Koexpressionszustend einen hinreichend großen Anteil an unspezi�scher Tran-
skription (u ) vorraus. Auch würde zunehmende System-Asymmetrie den Stabilitäts-
Verlust dieses Zustandes bei Parametervariation verhindern.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse

Einführung in die Theorie stochastischer
Prozesse
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Motivation

� Warum Modellierung mittels stochastischer Prozesse?

� Sind Differentialgleichungen nicht hinreichend?

! Beantwortung dieser Frage hängt von der konkreten Modellierungsfrage-
stellung (Detaillierungsgrad) ab.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Motivation

Mittelwert mitunter zur Beschreibung ungeeignet ...
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Motivation

Mittelwert nicht die einzige interessierende Charakterisierung einer Ziel-
größe – man denke an u.a. an die Variabilität
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Motivation

Warum Modellierung mittels stochastischer Prozesse? Sind Differentialglei-
chungen nicht hinreichend?

(a) (b)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Ereignisse / Wahrscheinlichkeiten

� Es sei 
 der Raum der Elementarereignisse (! ), d.h. aller möglichen
Ereignisse eines Zufallsexperiments (auch: Grundgesamtheit)

� (Geeignete) Teilmengen A i von 
 werden als Ereignisse bezeichnet
! wenn ! 2 A i ist das Ereignis A i eingetroffen

� Jedem Ereignis A i wird eine Wahrscheinlichkeit (P(A i )) zugeordnet, wo-
bei gilt

– P(; ) = 0 � P(A i ) � P(
) = 1
– P([ i A i ) =

P
i P(A i ) ; 8A i ; i = 1 ; 2; : : : mit A i \ A j = ;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Zufallsvariablen (ZV)

Eine Zufallsvariable X ordnet einem Ereigniss A i eine Zahl zu,
d.h. X : 
 7! R

Beipiel: gerade / ungerade Augenzahl beim Würfeln

Ereigniss Elementarereignisse Wert der Zufallsvariblen
ungerade f 1; 3; 5g 1

gerade f 2; 4; 6g 2
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Wahrscheinlichkeitsverteilung

diskret:

p(x i ) = Pf X = x i g = ai (i = 1 ; 2; :::) : : : Einzelwahrscheinlichkeit (W.-funktion)

F (x) = Pf X � xg =
P

x i � x p(x i ) : : : Verteilungsfunktion

stetig:

p(x) = Pf X = xg = 0 8x : : : Einzelwahrscheinlichkeit

F (x) = Pf X � xg =
Rx

�1 f (� )d� : : : Verteilungsfunktion

mit f (x) = d
dx F (x) : : : Wahrscheinlichkeitsdichte
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Mehrdimensionale Verteilung (stetig)

Gemeinsame Verteilung:

FXY (x; y) = F (x; y) = Pf X � x und Y � yg =
xR

�1

yR

�1
f xy (�; � )d�d�

Randverteilungen:

FX (x) = lim
y!1

FXY (x; y)

FY (y) = lim
x !1

FXY (x; y)

! diskreter Fall analog (Summe anstatt Intergral)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Unabh ängigkeit
Man nennt zwei Ereignisse A und B unabhängig, wenn gilt:

P f A \ B g = Pf Ag � Pf B g:

Analog kann man dies für Zufallsvariablen X und Y formulieren:
Wenn für alle Paare (x; y) gilt:

FXY (x; y) = FX (x) � FY (y);

so nennt man die Zufallsvariablen X und Y unabhängig.

In stetigen Fall gilt damit außerdem:

f XY (x; y) = f X (x) � f Y (y); 8x; y:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Bedingte Wahrscheinlichkeit

Pf AjB g =
Pf A and B g

Pf B g
; Pf B g > 0

diskret:

pX jY (xjy) =
pXY (x; y)

pY (y)

stetig:

f X jY (xjy) =
f XY (x; y)

f Y (y)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Gesetz der Totalen Wahrscheinlichkeit

Pf Ag =
nX

i =1

Pf AjB i gPf B i g

für 
 = [ n
i =1 B i und B i \ B j ; i 6= j

A
W B B B B B B

1
2 3 4 5

6
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Satz von Bayes

Pf B i jAg =
P(AjB i )P(B i )P n

j =1 Pf B jA j gPf A j g

für 
 = [ n
i =1 B i und B i \ B j ; i 6= j

A
W B B B B B B

1
2 3 4 5

6
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Verteilungskenngr ößen / Momente
diskret:

E [X n ] =
P

i
xn

i p(x i ) bzw. allgemeiner E [g(X )] =
P

i
g(x i )p(x i )

stetig:

E [X n ] =
+ 1R

�1
xn f (x)dx bzw. allgemeiner E [g(X )] =

+ 1R

�1
g(x)f (x)dx

! andere allgemeine Schreibweise:

E [g(X )] =
+ 1R

�1
g(x)dF (x)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Erwartungswert

diskret:

E [X ] =
X

i

x i p(x i )

stetig:

E [X ] =

+ 1Z

�1

xf (x)dx

! andere Schreibweise: E [X ] = < X >
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Stochastische Prozesse, Grundlagen

Varianz
diskret:

V ar[X ] = E [(X � E [X ])2] =
X

i

(x i � E [X ])2p(x i )

stetig:

V ar[X ] = E [(X � E [X ])2] =

+ 1Z

�1

(x � E [X ])2f (x)dx

! allgemein gilt:

E [(X � E [X ])2] = E [X 2] � E [X ]2
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Kovarianz

Cov[X; Y ] = E[(X � E [X ])(Y � E [Y ])] = E [XY ] � E [X ]E [Y ]

! X und Y nennt man unkorreliert wenn Cov[XY ] = 0 .
(Korrelationskoef�zient nach Pearson: r = Cov [X;Y ]

SD X �SD Y
)

! Es gilt: X; Y unabhängig ) Y; X unkorreliert;

! aber nicht : Y; X unkorreliert ) X; Y unabhängig.
(z.B. exakt nichtlinearer Zusammenhang)
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Charakteristische Funktion (CF) einer ZV X

G(k) = E[eikX ] =
Z

I
eikx f (x) dx

Fourier-Transformierte einer (Dichte-)Funktion f (x).
(für diskrete ZV wird die Dichte durch die Wkt.-funktion und das Intergral
durch eine Summe ersetzt.)

Falls alle Momente existieren liefert eine Entwicklung der obigen Exponen-
tialfunktion

G(k) =
1X

n =0

i n

n!
kn E[X n ]
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Berechnung der Momente mit Hilfe der CF

Ist die G(k) bekannt, so können die Momente der Verteilung mit Hilfe der
entsprechenden Ableitungen der CF berechnet werden:

dn G(k)
dkn jk=0 = i n E[X n ]

! andere Bezeichnung der CF: Erzeugende Funktion der Momente
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Berechnung der Momente mit Hilfe der CF
Beispiel: Normalverteilung

Die CF der Normalverteilung lautet G(k) = ei�k � 1
2 � 2k 2

.

Aus
G0(k)jk=0 = ( i� � � 2k)ei�k � 1

2 � 2k 2
jk=0 = i�

bzw.

G00(k)jk=0 =
�
(i� � � 2k)2 � � 2�

ei�k � 1
2 � 2k 2

jk=0 = � � 2 � � 2

folgt mit V ar[X ] = E [X 2] � (E [X ])2

E[X ] = � und V ar[X ] = � 2:
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Binomialverteilung

... beschreibt die Verteilung der ”Erfolgsanzahl” Y bei n-maliger (unabhängi-
ger) Realisierung einer 0-1(Nichterfolg-Erfolg)-verteilten Zufallsvariable mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p.

pY (k) = Pf Y = kg =
n!

k!(n � k)!
pk (1 � p)n � k ; für 0; 1; : : : ; n:

E [Y ] = np

V ar[Y ] = np(1 � p)
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Poissonverteilung

... beschreibt die Verteilung der ”Erfolgsanzahl” Y bei unendlicher (sehr
großer) Realisierungszahl einer 0-1(Nichterfolg-Erfolg)-verteilten Zufallsva-
riable mit (sehr) kleiner Erfolgswahrscheinlichkeit p.
(”Gesetz der seltenen Ereignisse / Law of rare events”)

pY (k) =
� k e� �

k!
; für 0; 1; : : : (� = np = const:)

E [Y ] = V ar[Y ] = �
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Gleichverteilung

... beschreibt das gleichmäßige Auftreten einer stetigen Zufallsvariablen Y
über dem Intervall [a; b].

f Y (y) =
� 1

b� a für a � y � b
0 sonst

E [Y ] =
1
2

(a + b)

V ar[Y ] =
1
12

(b� a)2
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Normalverteilung

... beschreibt z.B. die Verteilung der Summe (X) von vielen unabhängigen
Zufallsgrößen von denen keine einen dominaten Effekt hat.
(vereinfachte Formulierung des ”Zentralen Grenzwertsatzes”)

� (x; �; � 2) =
1

p
2��

e� (x � � )2

2� 2 für � 1 � x � 1

E [X ] = �

V ar[X ] = � 2
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Exponentialverteilung

... beschreibt z.B. die Eintrittszeiten T von Systemausfällen bei Vorliegen
einer konstanter Ausfallrate � .
(Eigenschaft der ”Gedächtnislosigkeit”)

f T (t) =
�

�e � �t für t � 0
0 sonst

E [T] =
1
�

V ar[T ] =
1
� 2
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Gleichverteilte Zufallszahlen

� Computer (als ”deterministische Maschine”) kann nur Pseudozufallszah-
len erzeugen

� Anforderungen an diese Pseudozufallszahlen

– ”so gut wie” unabhängig
– ”hinreichend” gleichverteilt (in gegebenem Intervall)

� Güte der Pseudozufallszahlen abhängig vom Erzeugungsalgorithmus
z.B. r n +1 = ( arn + b)mod m (Folge von Pseudozufallszahlen aus dem
Intervall [0; m]); � n = r n =m (Pseudozufallszahl aus [0; 1]);
Wahl von (m; a; b) z.B. (247; 513; 297410973) und Startwert r 0 z.B.
abhängig von Uhrzeit
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Zufallszahlen anderer Verteilungen
Invertierungsverfahren

Gesucht sei eine Zufallsvariable Y mit Dichte f (y) und Verteilungsfunktion
F (y) =

R
f (y)dy.

Wenn X einer Gleichverteilung auf [0; 1] folgt, dann erhält man Y aus

y = F � 1(x):

! Praktikabilität hängt von der Berechenbarkeit von F bzw. F � 1 ab.

(Herleitung siehe Honerkamp, 1990, S. 21)
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Zufallszahlen anderer Verteilungen
Beispiel: Invertierungsverfahren

Gesucht: exponentialverteilte Zufallsgröße Y , d.h.

f (y) = �e � �y bzw. F (y) = 1 � e� �y :

Damit sind die
y = �

1
�

ln (1 � x) bzw. y = �
1
�

ln (x);

mit x gleichverteilt über [0; 1], exponentialverteilt mit Parameter � .
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Zufallszahlen anderer Verteilungen
Box-Muller Methode

Gesucht: normalverteilte Zufallsgröße Y
Problem: Verteilungsfunktion nicht geschlossen invertierbar

Es kann allerdings gezeigt werden (Verallgemeinerung des Transformati-
onsverfahrens auf den mehrdimensionalen Fall), dass für 2 unabhängige
Realisierungen x1; x2 einer auf [0; 1] gleichverteilten ZV X gilt:

y1 =
p

� 2 ln x1 cos(2�x 2)

y2 =
p

� 2 ln x1 sin(2�x 2)

sind Realisierungen einer standardnormalverteilten ZV Y .
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Zufallszahlen anderer Verteilungen
Verwerfungsmethode (1)

Weitere Methode, die nicht Berechnung der Umkehrfunktion F � 1 erfordert.

Gesucht sei Zufallsgröße Y mit Dichte f (y) im Intervall I .
Man suche eine Dichtefunktion ~f (y) für die sich leicht entsprechend verteilte
ZV berechnen lassen und für welche gilt: C ~f (y) � f (y).

x

y

a b

f(x)

C f(x)
~
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Zufallszahlen anderer Verteilungen
Verwerfungsmethode (2)

Erzeuge Punkte (x; y), die im Gebiet unter C ~f (x) gleichverteilt sind, d.h.
wähle x aus Verteilung ~f (x) und y aus Gleichverteilung in [0; C ~f (x)].
Akzeptiere (x; y) wenn y � f (x), andernfalls verwerfe (x; y) und wähle neu-
es Paar.
Die akzeptierten x i folgen dann der gewünschten Verteilung f (x).

x

y

a b

f(x)

C f(x)
~

(x,y) verwerfen

(x,y) akzeptieren
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Zufallszahlen anderer Verteilungen
Verwerfungsmethode (3)

� Dichtefunktion der gesuchten Verteilung muss bekannt und berechenbar
sein

� Methode nur ef�zient, wenn C ~f (x) nahem bei f (x) liegt

� Renormierung möglich:

– betrachte y=C ~f (x) und erzeuge y aus Gleichverteilung in [0; 1]
– akzeptiere (x; y) wenn y � f (x)=C ~f (x)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse

Markov Prozesse
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Stochastischer Prozess

� Als stochastischen Prozess X (t) bezeichnet man eine Folge von ZV
X t 1; : : : ; X t i ; : : : mit zeitabhängiger Dichtefunktion pt i (x) = p1(x; t i ).

� Die ZV X t i ; i = 1 ; : : : sind hierbei im Allgemeinen nicht unabhängig.
(Abhängigkeit ist Ausdruck der zeitlichen Dynamik von X (t).)

� Bezeichnung der gemeinsame Verteilung der X t i :
pt i ;t j (x1; x2); pt i ;t j ;t k (x1; x2; x3); : : :

� pt i ;t j (x1; x2)dx1dx2 sei die Wahrscheinlichkeit, dass X 1 einen Wert in
[x1; x1 + dx1] und X 2 einen Wert in [x2; x2 + dx2] annimmt.

(Schreibweise: statt pt i ;t j (x1; x2) wird oft p2(x1; t1; x2; t2) verwendet)

Dr. Ingo Röder, IMISE, Universität Leipzig Folie 233
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Zeitliche Unabh ängigkeit

� Das Fehlen einer statistischen Abhängigkeit und damit einer zeitlichen
Dynamik führt zu

p2(x1; t1; x2; t2) = p1(x1; t1)p1(x2; t2):

� Diese Faktorisierung gilt für alle höheren gemeinsamen Verteilungen.

� Für die Kovarianzfunktion gilt damit

E [(X t i � E [X t i ])(X t j � E [X t j ])] = 0 ; für i 6= j
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Einschub: Dirac-Delta

� Die Dirac-Delta Distribution � (x � x0) ist de�niert durch

� (x � x0) =
�

0 für x 6= x0

1 für x = x0

so dass für jede Funktion f (x) gilt
1R

�1
f (x)� (x � x0)dx = f (x0):

� Das diskrete Analogon zur Dirac-Delta Distribution ist das Kronecker
Symbol � i;j :

� i;j =
�

0 für i 6= j
1 für i = j
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Weißes Rauschen

� Ist p(x; t ) eine stationäre Dichte, d.h. p1(x; t ) � p1(x), so spricht man von
unabhängig, identisch verteilten ZV

X (t) � IID (independent, identically distributed)

� Ist weiterhin p1(x) die Dichte der Normalverteilung mit Erwartungswert 0
und Varianz � 2, so bezeichnet man den Prozess als Weißes Rauschen

X (t) = � (t) � W N (0; � 2) (White Normal)

mit E [� (t)] = 0 Cov[� (t)� (t0)] = � 2(t)� (t � t0) � � 2� (t � t0)

Dr. Ingo Röder, IMISE, Universität Leipzig Folie 236
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Markov Bedingung

� Falls folgende Abhängigkeit zwischen verschiedenen Zeitpunkten vorliegt

pn (xn ; tn jxn � 1; tn � 1; : : : ; x1; t1) = p2(xn ; tn jxn � 1; tn � 1);

d.h. die Zukunft des Prozesses hängt nur von der Gegenwart und nicht
von der Vergangenheit ab, so bezeichnet man den Prozess als Markov-
Prozess (MP) .

� Ist die als Überganswahrscheinlichkeit bezeichnete bedingte Wahr-
scheinlichkeit p2(x; t jx0; t0) nur von der Differenz t � t0 und nicht von t
selbst abhängig, so nennt man den Markov-Prozess homogen.

Dr. Ingo Röder, IMISE, Universität Leipzig Folie 237
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Chapman-Kolmogorov Gleichung (1)
� Ein Markov-Prozess X (t); (t � t i ) ist eindeutig durch p1(x i ; t i ) und

p2(x j +1 ; t j +1 jx j ; t j ); (j � i ) bestimmt. Alle gemeinsamen Verteilungen
pn ; (n > 2) sind durch p1 und p2 bestimmbar. Z.B. gilt für t1 < t 2 < t 3:

p3(x1; t1; x2; t2; x3; t3) = p2(x3; t3jx2; t2; x1; t1) � p2(x2; t2; x1; t1)

= p2(x3; t3jx2; t2) � p2(x2; t2jx1; t1) � p1(x1; t1):

� Integration dieser Gleichung über x2 liefert

p2(x3; t3; x1; t1) =
Z

p3(x3; t3; x2; t2; x1; t1) dx2

=
Z

p2(x3; t3jx2; t2) � p2(x2; t2jx1; t1) � p1(x1; t1) dx2
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Chapman-Kolmogorov Gleichung (2)

Aufgrund von

p2(x3; t3jx1; t1) =
p2(x3; t3; x1; t1)

p1(x1; t1)
folgt damit auch

p2(x3; t3jx1; t1) =
Z

p2(x3; t3jx2; t2) � p2(x2; t2jx1; t1) dx2: (56)

Diese Gleichung nennt man Chapman-Kolmogorov-Gleichung.
Sie muss für die Übergangswahrscheinlickeit eines jeden Markov-
Prozesses gelten.
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Markov Ketten
� Ist ein Markov-Prozess auf diskrete Zustände beschränkt (diskreter Zu-

standsraum), so spricht man von einer Markov-Kette (MK).

� Hier Beschränkung auf MK mit stationären Übergangswahrscheinlich-
keiten, d.h. die Ein-Schritt-Übergangswahrscheinlichkeiten hängen nicht
vom Zeitpunkt ab: Pf X t +1 = j jX t = ig = p(j; t + 1 ji; t ) = p(j ji ) = pij

� Diese Wahrscheinlichkeiten werden in einer Übergangsmatrix P zusam-
mengefasst

P =

0

@
p00 p01 � � �
p10 p11 � � �
... ... ...

1

A

mit pij � 0 für i; j = 0 ; 1; 2; : : : und
P 1

j =0 pij = 1 für i = 0 ; 1; 2; : : :
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”First-step” Analyse (1)

� Betrachte eine MK X n mit den Zuständen 0; 1; 2 und folgender Über-
gangsmatrix

P =

0

@
1 0 0
a b c
0 0 1

1

A

mit a; b; c > 0 und a + b+ c = 1 .

� Die Zustände 0 und 2 sind sogenannte absorbierende Zustände, da der
Prozess in diesen ”festgehalten” wird.

� Folgende Fragen sollen untersucht werden: 1. In welchen der Zustände
(0 oder 2) läuft der Prozess? bzw. 2. Wie lange braucht der Prozess im
Mittel dazu?
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”First-step” Analyse (2)

� Die Zeit bis zum Erreichen der Zustände 0 oder 2 ist

T = min f n � 0;X n = 0 or X n = 2g

� Gesucht sind u = Pf X T = 0 jX 0 = 1g und � = E[T jX 0 = 1] .

� Man betrachtet nun die möglichen Zustände nach einem Schritt:

X 1 = 0 : tritt mit Wahrscheinlickeit a ein ! T = 1 und X T = 0
X 1 = 2 : tritt mit Wahrscheinlickeit c ein ! T = 1 und X T = 2
X 1 = 1 : tritt mit Wahrscheinlickeit b ein ! Prozess wird fortgesetzt
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

”First-step” Analyse (3)

) P f X T = 0 jX 1 = 0g = 1 ; Pf X T = 0 jX 1 = 1g = u; P f X T = 0 jX 1 = 2g = 0

Aus Gesetz der Totalen Wahrscheinlichkeit und Markov-Eigenschaft (siehe
auch Chapman-Kolmogorov Gleichung) folgt

) u = Pf X T = 0 jX 0 = 1g

=
2X

k=0

Pf X T = 0 jX 0 = 1 ; X 1 = kg � Pf X 1 = kjX 0 = 1g

=
2X

k=0

Pf X T = 0 jX 1 = kg � Pf X 1 = kjX 0 = 1g

= 1 � a + u � b+ 0 � c
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”First-step” Analyse (4)

Aus u = 1 � a + u � b+ 0 � c erhält man die Gleichung u = a + b� u und damit

Pf X T = 0 jX 0 = 1g = u =
a

1 � b

=
a

a + c
da a + b+ c = 1 :

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, ausgehend vom Zustand 1 nach Zustand
0 zu gelangen, gleich der Wahrscheinlichkeit von Zustand 1 nach Zustand 0
zu wechseln unter der Bedingung, dass nur Übergänge nach den Zuständen
0 und 2 betrachtet werden.
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”First-step” Analyse (5)
Für den Erwartungswert der ”Absorbtionszeit” T gilt

� T � 1: für X 1 = 0 oder 2 kein weiterer Schritt nötig

� falls X 1 = 1 sind weitere � = E [T jX 0 = 1] Schritte nötig

Wichtung dieser Möglichkeiten mit ihren Eintrittswahrscheinlichkeiten liefert

� = E [T jX 0 = 1] = 1 + a � 0 + b� � + c � 0

= 1 + b� � (57)

) � =
1

1 � b
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Beispiele für Markov-Ketten: Eindimensionaler
”Random-Walk”

z.B. Bewegung eines Partikels ”auf einer Linie”, d.h. innerhalb eines Zeit-
schritts behält das Partikel entweder seine Position (i ) oder es wechselt zur
”linken” (i � 1) bzw. ”rechten” (i + 1 ) Nachbarposition.
! Übergangsmatrix (Zustandsraum: alle nichtnegativen, ganzen Zahlen)

P =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 1 2 i � 1 i i + 1
0 r 0 p0 0 � � � 0 � � �
1 q1 r 1 p1 � � � 0 � � �
2 0 q2 r 2 � � � 0 � � �
... . . .
i 0 qi r i pi 0 � � �
... . . . . . .

1

C
C
C
C
C
C
A
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Beispiel für Markov-Ketten: ”Gambler's Ruin” (1)

Wir betrachten jetzt einen speziellen Random Walk:

Andere Interpretation dieses Prozesses:

� Der Prozess X n beschreibt den Gewinn eines Spieler A und N � X n den
Gewinn eines Gegenspielers B, d.h.

� Der Gesamteinsatz des Spieles ist N ;

� Ein Gewinn für A ist immer ein äquivalenter Verlust für B und umgekehrt.
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Beispiel für Markov-Ketten: ”Gambler's Ruin” (2)

Die Übergangsmatrix lautet:

P =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 1 2 3 N � 1 N
0 1 0 0 0 � � � 0 0
1 q 0 p 0 � � � 0 0
2 0 q 0 p � � � 0 0
... ... ... ... ... ... ...
N � 1 0 0 0 0 0 p
N 0 0 0 0 . . . 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A
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Beispiel für Markov-Ketten: ”Gambler's Ruin” (3)

Gesucht ist für diesen Prozess nunmehr die Wahrscheinlichkeit des ”Ruins”
von Spieler A (Sieg von B).

� Es sei T = min f n � 0;X n = 0 or X n = N g die zufällige Zeit des Spie-
lendes.

� Das Ereignis ”Ruin von A” kann somit geschrieben werden als X T = 0 .

� Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses beim Startzustand k ist

uk = Pf X T = 0 jX 0 = kg
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Beispiel für Markov-Ketten: ”Gambler's Ruin” (4)

Die ”�rst step” Analyse gibt die folgenden Gleichungen

uk = puk+1 + quk � 1; für k = 1 ; : : : ; N � 1 und u0 = 1 bzw. uN = 0
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Beispiel für Markov-Ketten: ”Gambler's Ruin” (5)

Die Gleichungen uk = puk+1 + quk � 1 für k = 1 ; : : : ; N � 1 können mit Hilfe
der Differenzen xk = uk � uk � 1 für k = 1 ; : : : ; N und unter Ausnutzung von
p + q = 1 und damit uk = ( p + q)uk = puk + quk auch wie folgt geschrieben
werden (Hinweis: nutze 0 = uk � (p + q)uk ):

k = 1 : 0 = p(u2 � u1) � q(u1 � u0) = px2 � qx1;

k = 2 : 0 = p(u3 � u2) � q(u2 � u1) = px3 � qx2;
...

k = N � 1 : 0 = p(uN � uN � 1) � q(uN � 1 � uN � 2) = pxN � qxN � 1;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Markov-Ketten: ”Gambler's Ruin” (6)

Umstellung dieser Gleichungen ergibt

x2 = ( q=p)x1;

x3 = ( q=p)x2 = ( q=p)2x1;
...

xk = ( q=p)xk � 1 = ( q=p)k � 1x1;
...

xN = ( q=p)xN � 1 = ( q=p)N � 1x1;

(58)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Markov-Ketten: ”Gambler's Ruin” (7)

Anwendung der Differenz-De�nition xk = uk � uk � 1 zusammen mit den
Randbedingungen u0 = 1 und uN = 0 und der kummulativen Aufsummie-
rung liefert:

x1 = u1 � 1;

x2 = u2 � u1; ! x1 + x2 = u2 � 1;
...

xk = uk � uk � 1; ! x1 + � � � + xk = uk � 1;
...

xN = 0 � uN � 1; ! x1 + � � � + xN = uN � 1 = � 1:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Markov-Ketten: ”Gambler's Ruin” (8)

Daraus folgt nun

uk = 1 + x1 + x2 + � � � + xk = 1 + x1 + ( q=p)x1 + � � � + ( q=p)k � 1x1

= 1 + [1 + ( q=p) + � � � + ( q=p)k � 1]x1:

Mit uN = 0 folgt x1 = � 1=f 1 + ( q=p) + � � � + ( q=p)N � 1g und damit

uk = 1 �
1 + ( q=p) + � � � + ( q=p)k � 1

1 + ( q=p) + � � � + ( q=p)N � 1 :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Markov-Ketten: ”Gambler's Ruin” (9)

Ausnutzung der Summenvorschrift einer geometrischen Reihe

1 + ( q=p) + : : : + ( q=p)k � 1 =

(
k falls p = q = 1=2

1� (q=p)k

1� (q=p) falls p 6= q

liefert das gesuchte Ergebnis

uk =

8
>><

>>:

1 � (k=N) = ( N � k)=N falls p = q = 1=2

1 �
1 � (q=p)k

1 � (q=p)N =
(q=p)k � (q=p)N

1 � (q=p)N falls p 6= q
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Markov-Ketten: HSC (1) (Wiederholung)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Markov-Ketten: HSC (2)

S

S

S
S S

S

S SS

D

D

D D

(A)                                              (B)                                                (C)

Eintrittswahrscheinlichkeiten: (A) - p; (B) - q; (C) - r
Betrachtung von zwei Modellversionen möglich:
1. (A)+(B)+(C) mit p + q + r = 1 bzw.
2. (A)+(B) mit p + q = 1 (nur diese letzte wird im folgenden betrachtet.)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Markov-Ketten: HSC (3)
Die Übergangsmatrix für das p � q-Modell lautet

P =

0

B
B
B
B
B
B
@

0 1 2 3 4 � � �
0 1 0 0 0 0 � � �
1 q 0 p 0 0 � � �
2 q2 0 2pq 0 q2 � � �
3 q3 0 3pq2 0 3p2q � � �
4 q4 0 4pq3 0 6p2q2 � � �
... ... ... ... ...

1

C
C
C
C
C
C
A

Die Elemente der Übergangsmatrix berechnet man allgemein mittels:
Pij =

� j
i= 2

�
p

i
2qj � i

2 für i 2 Z 2j
0 (mit Z s

r Menge der geraden ganzen Zahlen im
Intervall (r; s)) und 0 sonst.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Markov-Ketten: HSC (4)

� Aus der gegebenen (Einschritt-)Übergangsmatrix können jetzt die Wahr-
scheinlichkeiten beliebiger Mehrschrittübergänge berechnet werden.

� Die Übergangsmatrix für n Generationschritte (P(n ) ) ergibt sich aus Pn

(n-malige Matrixmultiplikation von P mit sich selbst), wobei P die gege-
bene Einschrittübergangsmatrix ist:

Pn = P � � � � [(n � 2) mal ] � � � � P;

d.h. für die Elemente dieser Matrix gilt:

P (n )
ij = P rob(X n = j jX 0 = i ) =

1X

k=0

Pik P (n � 1)
kj
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Markov-Ketten: HSC (5)
Zur Berechnung der Aussterbewahrscheinlichkeit der Stammzellpopulation
kann man die bereits bekannte ”First step” Methode verwenden:

� Wahrscheinlichkeit für Differenzierung einer Stammzelle nach n Genera-
tionen

P (n )
10 = q � 1 + p � P (n � 1)

20 :

� Unter Beachtung der Unabhängigkeit verschiedener Zellen, erhält man
weiterhin

P (n )
10 = q � 1 + p � (P (n � 1)

10 )2

bzw.
P (n )

i 0 =
�

q � 1 + p � (P (n � 1)
10 )2

� i
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Markov-Ketten: HSC (6)

Aufbauend auf diesen Resultaten ist es auch möglich asymptotische Aus-
sterbewahrscheinlichkeit der Stammzellpopulation (P (1 )

10 = lim n !1 P (n )
10

bzw. P (1 )
i 0 = lim n !1 P (n )

i 0 ) anzugeben:

P (1 )
10 =

�
1 für p � 0:5

(1 � p)=p für p � 0:5

bzw.

P (1 )
i 0 =

�
1 für p � 0:5

((1 � p)=p) i für p � 0:5
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Markov-Ketten: HSC (8)

Eine alternative Beschreibung des obigen Beispiel kann dadurch erreicht
werden, dass die folgende Annahme getroffen wird:

� Pro Zeitschritt agiert jeweils nur eine Zelle; d.h. sie teilt sich entweder
symmetrische oder aber sie differenziert in eine andere Zellart

� Diese Beschreibung setzt sehr kleine Zeitschritte voraus, da ansonsten
obige Annahme unrealistisch ist.

Dr. Ingo Röder, IMISE, Universität Leipzig Folie 262



Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Markov-Ketten: HSC (9)
Diese Beschreibung führt zum bekannten Problem des ”Gambler's ruin”.

Beachte allerdings:

� Für wenig Zellen ist die Annahme kleiner Zeitschritte (bei denen immer
eine Aktion (Zellgeburt oder -tod) realisiert wird nicht geeignet, da hierbei
u.U. unrealistisch kurze Zellzykluszeiten auftreten würden;

� D.h. diese Beschreibung einer asynchronen Zellentwicklung nur für hin-
reichend große Zellpopulationen geeignet;

� Für eine andere (allgemeinere) Form der Modellierung asynchroner Zell-
entwicklung wird auf eine spätere Vorlesung verwiesen (MK mit stetigen
Eintrittszeiten).
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Verzweigungsprozesse

Angenommene Situation: Ein Organismus erzeugt in seinem Lebens ei-
ne zufällige Anzahl � von Nachkommen: Pf � = kg = pk ; k = 1 ; 2; : : :
Unter vereinfachenden Annahmen, dass alle betrachteten Organismen
die gleiche Lebensdauer haben, die Nachkommen an Ende des Lebens
erzeugt werden und die Organismen sich nicht gegenseitig beein�us-
sen, kann man die Populationsgröße in der nten Generation als spezielle
Markov-Kette (Verzweigungsprozess) f X n g beschreiben. Sie ergibt sich
unter den getroffenen Annahmen aus der Summe der Nachkommen der
einzelnen Organismen: X n = � (n )

1 + � (n )
2 + � � � + � (n )

X n
.

Gesuchte Gr ößen: z.B. erwartete Populationsröße bzw. deren Variabilität
in der nten Generation; Aussterbewahrscheinlichkeit der Population.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Verzweigungsprozess (1)

Es sei � = E [� ] bzw. � 2 = V ar[� ] der Erwartungswert bzw. die Varianz der
”Nachkommen”-Verteilung eines mutierten Gens. Weiterhin sei M (n) und
V (n) der Erwartungswert bzw. die Varianz der Populationsgröße X n des
Gens in der Generation n unter der Anfangsbedingung X 0 = 1 (d.h. Start
der Betrachtung bei einer Mutation).
Aus den Beziehungen

E[X ] = ��; V ar [X ] = �� 2 + � 2� 2

zur Berechnung von Erwartungswert und Varianz einer zufälligen Summe
X = � 1 + � 2 + : : : + � N mit E [� k ] = �; V ar [� k ] = � 2; E [N ] = �; V ar [N ] = � 2

(Herleitung siehe Taylor, 1998, Seite 72/73) folgt nun:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Verzweigungsprozess (2)

M (n + 1) = �M (n)

und
V(n + 1) = � 2M (n) + � 2V (n):

Ausgehend von der Anfangsbedingung X 0 = 1 und damit M (0) = 1 bzw.
V (0) = 0 erhält man M (1) = �; M (2) = �M (1) = � 2 bzw. im Allgemeinen

M (n) = � n ; für n = 0 ; 1; : : :

Damit vergrößert bzw. verkleinert sich die mittlere Populationsgröße für
� > 1 bzw. � < 1 und bleibt konstant für � = 1 .
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Verzweigungsprozess (3)

Einsetzen von M (n) = � n in obige Bildungsvorschrift der Varianz ergibt:

V (n + 1) = � 2� n + � 2V (n):

V (0) = 0 ) V (1) = � 2; V (2) = � 2� + � 2V(1) = � 2� + � 2� 2 bzw. für n > 2

V (n) = � 2[� n � 1 + � n + � � � + � 2n � 2] = � 2� n � 1[1 + � + � � � + � n � 1]

= � 2� n � 1 �

(
n für � = 1

1� � n

1� � für � 6=
:

Damit vergrößert bzw. verkleinert sich die Varianz gemäß einer geometri-
schen Vorschrift für � > 1 bzw. � < 1 und vergrößert sich linear für � = 1 .
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Verzweigungsprozess (4)

Die Aussterbewahrscheinlichkeit des mutierten Gens kann man unter An-
wendung einer ”�rst-step” Analyse wie folgt ermitteln:

Es sei T die zufällige Zeit des Aussterbens der Population, d.h. T ist der
erste Zeitpunkt n für den X n = 0 gilt (beachte: 0 ist absorbierender Zustand,
d.h. X k = 0 ; 8k � n). Weiterhin sei

un = Pf T � ng = Pf X n = 0g

die Wahrscheinlichkeit für ein Aussterben zu oder vor dem Zeitpunkt der
n-ten Generation.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Verzweigungsprozess (5)
Ausgehend von der gemachten Annahme, dass der Prozess mit einem mu-
tierten Gen startet (X 0 = 1 ) folgt, dass die Population in n Generationen
ausstirbt, wenn alle ”Offspring”-Populationen dieses Gens in n � 1 Genera-
tionen ausgestorben sind.
Die Zahl der von dem mutierten Gen erzeugten Nachkommen in der ersten
generation sei � (0)

1 = k. Unter der Annahme, dass alle Nachkommen iden-
tische statistischen Eigenschaften (wie die ”Eltern”-Generation) haben und
voneinander unabhängig sind, folgt

un =
1X

k=0

pk (un � 1)k ; n = 1 ; 2; : : : und u0 = 0

Hierbei ist pk die Wahrscheinlichkeit, k Nachkommen zu erzeugen.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Beispiel für Verzweigungsprozess (6)

Angenommen im konkreten Fall sei die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten
von 0 Nachkommen gleich 1

4 und für zwei Nachkommen 3
4. Dann folgt aus

der obigen Rekursionvorschrift für un

un =
1
4

+
3
4

(un � 1)2 =
1 + 3(un � 1)2

4
:

Beginnend mit u0 = 0 erhält man:

u1 = 0 :25; u2 = 0 :2969; u3 = 0 :3161; u4 = 0 :3249; u5 = 0 :3292;

u6 = 0 :3313; u7 = 0 :3323; u8 = 0 :3328; u9 = 0 :3331; u10 = 0 :3332:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Kurzzeiteigenschaften Stochastischer Prozesse

� Chapman-Kolomogorov-Gleichung beschreibt funktionale Beziehung für
Übergangswahrscheinlichkeiten eines Markov-Prozesses

� Die Übergangswahrscheinlichkeiten für allgemeine, endliche Zeiten
sind im Gegensatz zu sehr kurzen Zeiten (oft aus dem physikali-
schen/biologischen Zusammenhang ableitbar) meist nicht bekannt
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Markov-Prozesse in stetiger Zeit

Im Weiteren gehen wir in unseren Betrachtungen zu Markov-Prozessen in
stetiger Zeit über. Auch hier beschränken wir uns zunächst auf diskrete Zu-
standsräume (Markov-Ketten).

Der Einfachheit halber betrachten wir hierbei wiederum stationäre Prozesse,
welche darüberhinaus auf den Zustandsraum der positiven ganzen Zahlen
beschränkt sein sollen, d.h.

f X (t); 0 � t < 1g mit Pf X (t + u) = j jX (u) = ig = Pij (t); i = 0 ; 1; 2; : : :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Poisson Prozesse (1)
Ein Poisson Prozess mit Intensität (oder Rate) � > 0 ist ein ganzzahliger
stochastischer Prozess f X (t); 0 � tg für den gilt:

1. für jeweils zwei Zeitpunkte t0 = 0 < t 1 < t 2 < t n , sind die Zuwächse
X (t1) � X (t0); X (t2) � X (t1); � � � ; X (tn ) � X (tn � 1) unabhängige Zufalls-
variablen.

2. für s � 0 und t > 0 hat X (s + t) � X (s) eine Poisson Verteilung, d.h.

Pf X (s + t) � X (s) = kg = ( �t )k exp � �t
k ! für k = 0 ; 1; � � �

3. X (0) = 0

Für einen solchen Poisson Prozess X (t) mit Rate � > 0 folgt:
E [X (t)] = �t und V ar[X (t)] = � 2

X ( t ) = �t
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Poisson Prozesse (2)

Eine andere Formulierung eines Poisson Prozesses kann wie folgt gegeben
werden:

1. Pf X (t + h) � X (t) = 1 jX (t) = xg = �h + o(h) as h # 0;

2. Pf X (t + h) � X (t) = 0 jX (t) = xg = 1 � �h + o(h) as h # 0
(x = 0 ; 1; 2; : : :);

3. X (0) = 0 .

Aus diesen Eigenschaften folgt, dass der Prozess nur Zuwächse erlaubt.
In diesem Sinne ist der Poisson Prozess ein spezieller sogenannter reiner
Geburtsprozess (pure birth process).
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Geburtsprozesse

Reine Geburtsprozesse ergeben sich als Verallgemeinerung des Poisson
Prozesses, in dem Sinne, dass die Zuwachsrate vom aktuellen Zustand
abhängig sein kann:

1. Pf X (t + h) � X (t) = 1 jX (t) = kg = � kh + o1;k (h) as h # 0:

2. Pf X (t + h) � X (t) = 0 jX (t) = kg = 1 � � k h + o2;k (h) as h # 0:

3. Pf X (t + h) � X (t) < 0jX (t) = kg = 0 ( k � 0):
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Yule Prozess (1)

Der Yule Prozess beschreibt das Wachstum einer Population, in welcher je-
des Mitglied eine Wahrscheinlichkeit zur Geburt eines neuen Mitglieds von
�h + o(h); (� > 0) während eines Zeitintervalls der Länge h hat.
Unter der Annahme der Unabhängigkeit der Poplationsmitglieder, erhält
man:

Pf X (t + h) � X (t) = 1 jX (t) = ng =
�

n
1

�
[�h + o(h)][1 � �h + o(h)]n � 1

= n�h + on (h);

d.h. beim Yule Prozess ist die Zuwachsrate � n = n� .
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Yule Prozess (2)

Anders ausgedrückt, die totale Geburtsrate in der Population ist direkt pro-
portional zur Populationsgröße, wobei der konstante Proportionalitätsfaktor
der individuellen Geburtsrate � entspricht.

Somit ist der Yule Prozess das stochastische Analogon des deterministi-
schen Populationswachstumsmodells, welches mittels der Differentialglei-
chung dy

dt = ay beschrieben wird. Hierbei ist die Wachstumsrate dy
dt propor-

tional zur Populationsgröße.

Im stochastischen Modell ist der in�nitesimale Zuwachs dy ersetzt durch die
Wahrscheinlichkeit des Zuwachses um eine Einheit innerhalb des in�nitesi-
malen Zeitintervalls dt.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Todesprozesse
Analog zu reinen Geburtsprozessen kann man auch reine Todesprozesse
betrachten:

1. Pf X (t + h) = k � 1jX (t) = kg = � kh + o(h); k = 1 ; : : : ; N:

2. Pf X (t + h) = kjX (t) = kg = 1 � � kh + o(h); k = 1 ; : : : ; N:

3. Pf X (t + h) > k jX (t) = kg = 0 ; k = 0 ; 1; : : : ; N:

� k ist die ”Sterbe- oder Ausfallrate”, welche während des Zustandes k wirk-
sam ist.

Als Komplement zum Yule Prozess bezeichnet man einen Todesprozess
mit Ausfallraten, die proportional zur Populationsgröße sind, als linearen To-
desprozess.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Geburts- und Todesprozesse (1)

Eine gemeinsame Betrachtung der bis jetzt betrachteten reinen Geburts-
bzw. Todesprozesse führt zwangsläu�g zu deren Kombination und damit
zum sogenannten Geburts- und Todesprozess (birth and death process).

In diesem allgemeinen Fall kann ein Prozess, welcher sich zur Zeit t im
Zustand n be�ndet, nach einer zuf älligen Zeit entweder in den Zustand n � 1
oder n + 1 wechseln. Damit kann ein solcher Geburts- und Todesprozess
auch als zeitstetiges Analogon zum Random Walk angesehen werden.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Geburts- und Todesprozesse (2)
Zur Beschreibung eines Geburts- und Todesprozesses gelten (wiederum
unter der Annahme, dass es sich um einen Markov Prozess auf den
Zuständen 0; 1; 2; : : : handelt und dass die Übergangswahrscheinlichkeiten
Pij (h) stationär sind, d.h. Pij (h) = Pf X (t + h) = j jX (t) = ig für alle t � 0:)
die folgenden Vereinbarungen:

1. Pi;i +1 (h) = � i h + o(h) as h # 0; i � 0:

2. Pi;i � 1(h) = � i h + o(h) as h # 0; i � 1:

3. Pi;i (h) = 1 � (� i + � i )h + o(h) as h # 0; i � 0:

4. Pij (0) = � ij :

5. � 0 = 0 ; � 0 > 0; � i ; � i > 0; i = 1 ; 2; : : : :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Geburts- und Todesprozesse (3)

Die folgende Matrix nennt man in�nitesimalen Generator des Geburts- und
Todesprozesses

A =

0

B
B
B
B
@

1 � � 0 � 0 0 0 � � �
� 1 1 � (� 1 + � 1) � 1 0 � � �
0 � 2 1 � (� 2 + � 2) � 2 � � �
0 0 � 2 1 � (� 2 + � 2) � � �
... ... ... ...

1

C
C
C
C
A

Die Parameter � i und � i werden als in�nitesimale Geburts- bzw. Sterberate
bezeichnet. Da Pij Wahrscheinlichkeiten sind, gilt weiterhin Pij (h) � 0 undP 1

j =0 Pij (h) � 1.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Geburts- und Todesprozesse (4)

Setzt man die Gültigkeit der Markov-Eigenschaft voraus, kann man auch für
diese zeitstetigen Prozesse die Chapman-Kolmogorov Gleichung angeben.
Sie lautet:

Pij (t + s) =
1X

k=0

Pik (t)Pkj (s):

Diese Gleichung sagt aus, dass man die Wahrscheinlichkeit in der Zeit t + s
vom Zustand i nach Zustand j zu wechseln, folgender Maßen ausdrücken
kann: Zunächst (in der Zeit t) wechsle man von i in irgendeinen Zwischenzu-
stand k und danach (in der verbleibenden Zeit s) von diesem nach Zustand
j . Die Gesamtwahrscheinlichkeit von i nach j zu wechseln, ergibt sich dann
als Summe über alle möglichen Zwischenzustände k.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Geburts- und Todesprozesse (5)

Bis jetzt wurden lediglich Aussagen über die Übergangswahrscheinlichkei-
ten Pij (t) gemacht. Wenn man allerdings die Wahrscheinlichkeit dafür an-
geben will, dass sich der Prozess zum Zeitpunkt t im Zustand n be�ndet
(X (t) = n), so ist es nötig noch einen Startzustand, bzw. allgemeiner seine
Verteilung, zu spezi�zieren:

Pf X (t) = ng =
1X

i =0

qi Pin (t);

wobei
qi = Pf X (0) = ig:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Geburts- und Todesprozesse (6)
Unter Ausnutzung der gemachten Annahmen, ist man in der Lage, die Ver-
teilung der Aufenthaltszeiten des Prozesses im Zustand i (Si ) zu bestim-
men. In anderen Worten, man bestimmt die Verteilung der Zeiten Si , dass
der Prozess das erste mal den Zustand i verlässt, gegeben dass er sich
derzeit im Zustand i be�nde.

Dazu bezeichne man Pf Si � tg = Gi (t):

Man kann zeigen, dass unter der Markov-Eigenschaft für h # 0 die folgenden
Beziehungen gelten:

Gi (t + h) = Gi (t)Gi (h) = Gi (t)[Pii (h) + o(h)]

= Gi (t)[1 � (� i + � i )h + o(h)]
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Geburts- und Todesprozesse (7)

Eine Umstellung dieser Gleichung liefert

Gi (t + h) � Gi (t)
h

= � (� i + � i )Gi (t) + o(1)

so dass G0
i (t) = � (� i + � i )Gi (t) gilt.

Unter der Anfangsbedingung Gi (0) = 1 erhält man für diese Gleichung die
Lösung

Gi (t) = exp[ � (� i + � i )t];

d.h. Si folgt einer Exponentialverteilung mit Erwartungswert (� i + � i ) � 1.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Geburts- und Todesprozesse (8)

Damit erhält man die folgende Charakterisierung eines Geburts- und To-
desprozesses:

Der Prozess X (t) verweilt eine zufällige, mit Parameter (� i + � i ) exponenti-
alverteilte Zeit in einem gegeben Zustand i und wechselt danach entweder
mit Wahrscheinlichkeit � i

� i + � i
in den Zustand i +1 oder mit Wahrscheinlichkeit

� i
� i + � i

in den Zustand i � 1.

Diese Entwicklung erfolgt analog einen Random Walk mit der Unterschei-
dung, dass die Zustandswechsel nunmehr nicht zu festen sondern zu zufälli-
gen Zeiten realisiert werden.

Dr. Ingo Röder, IMISE, Universität Leipzig Folie 286



Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Brownschen Bewegung / Wiener Prozess (1)
Historischer Abriss:

� Beobachtung der unregelmäßigen Bewegung von Getreidepollen in Was-
ser durch Robert Brown im Jahre 1827;

� Beschreibung vieler weiterer solcher Phänomene und Entdeckung, dass
dieser Prozess z.B. abhängig ist von der Wärmezufuhr und der Viskosität
der Flüssigkeit.

� Erste Erklärung allerdings erst durch Albert Einstein im Jahre 1905:
Bewegung resultiert aus Zusammenstößen der Pollen mit Wassermo-
lekülen;

� Umfassende mathematische Beschreibung der Brownschen Bewegung
als stochastischer Prozess durch Norbert Wiener im Jahre 1923.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Brownschen Bewegung / Wiener Prozess (2)

Der Wiener Prozess f W (t); t � 0g ist ein Beispiel für einen zeitstetigen
Markov Prozess über einem stetigen Zustandsraum mit folgenden Eigen-
schaften:

1. Die Zuwächse W (s + t) � W (s) sind normalverteilt mit Erwartungswert 0
und Varianz � 2t, wobei � 2 > 0 fest vorgegeben sei.

2. Für jedes Paar disjunkter Intervalle (t1; t2]; (t3; t4] mit 0 � t1 < t 2 � t3 <
t4 sind die Zuwächse W (t4) � W (t3) und W (t2) � W (t1) unabhängige
Zufallsvariablen. Gleiches gilt für n disjunkte Zeitintervalle, wobei n eine
beliebige positive, ganze Zahl sei.

3. W (0) = 0 , und W (t) ist eine stetige Funktion der Zeit t.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Brownschen Bewegung / Wiener Prozess (3)

Damit ergibt sich: p2(x; t jx0; t0) = 1p
2� ( t � t 0)

e
� (x � x 0)2

2( t � t 0) ; t > t 0:

Typische Realisierungen eines Wiener Prozesses:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Markov-Prozesse

Brownschen Bewegung / Wiener Prozess (4)

Die resultierenden Wahrscheinlichkeitsdichten lauten: p1(x; t ) = 1p
2�t

e� x 2=2t :
Diese Gauß-Dichte (für t 6= 0 ) strebt für t ! 0 gegen eine Dirac-Distribution.
D.h. startet man einen Wiener Prozess mit einer ”Einpunktverteilung”, so
wird sich die Verteilung der Zustände mit der Zeit immer mehr ausdehnen.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Simulation von Trajektorien

� Mit Hilfe von Simulationsalgorithmen lassen sich Trajektorien eines sto-
chastischen Prozesses erzeugen.

� Die Erzeugung N solcher Realisierungen liefert Stichprobe von Umfang
N , aus welcher man Kenngrößen des stoch. Prozesses schätzen kann.

� Es werden zwei grundlegede Simulationsmethoden unterschieden

– fester Zeitschritt
– stochastischer Zeitschritt

� Zur Vereinfachung werden im Folgenden nur Einschritt-Markov-
Prozesse, im Speziellen der eindim. Random Walk betrachtet (für An-
wendung auf allgemeinere Prozesse wie z.B. Yule Prozess siehe Übung).
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Simulation mit festem Zeitschritt (1)

� Zu vorgegebenen Zeitschritten wird abgefragt, ob der Prozess im derzei-
tigen Zustand verbleibt oder ob er in einen anderen Zustand wechselt.

� Zeitschritte müssen hinreichend klein sein, um die Feinstruktur der Dy-
namik zu erkennen.

� Die Wahl des Zeitschrittes kann auch vom aktuellen Zustand abhängig
sein.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Simulation mit festem Zeitschritt (2)

� Zustand zur Zeit t sei n und die Wahrscheinlichkeit im Zeitschritt dt in
Zustand n � 1 zu wechseln sei r (n)dt bzw. g(n)dt für Wechsel nach n +1 .

� Damit ist die Gesamtwahrscheinlichkeit innerhalb von dt den Zustand zu
wechseln [r (n) + g(n)]dt.

� ) im Falle eines Zustandswechsels ist die Wahrscheinlichkeit für Sprung
nach n � 1 gleich y1 = r (n )

r (n )+ g(n ) bzw. 1 � y1 = g(n )
r (n )+ g(n ) und für Sprung

nach n + 1 .

� Beachte: dt ist so klein zu wählen, dass [r (n) + g(n)]dt < 1 gilt!
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Simulation mit festem Zeitschritt (3)
Die Wahrscheinlichkeit eines Zustandswechsels von n nach n0 sei

wn 0n dt =
wn 0n

u0(n)
u0(n)dt mit u0 = r (n) + g(n)

! Algorithmus:

1. Ziehe Zufallszahl � 1 gleichverteilt in [0; 1]. Wenn � 1 > u 0(n)dt (entspricht
Wahrscheinlichkeit 1 � u0(n)dt) �ndet keine Zustandswechsel statt und
man setze t = t + dt.

2. Wenn � 1 � u0(n)dt ziehe weitere [0; 1]-verteilte Zufallszahl � 2. Ist � 2 �
r (n)=u0 so setzt man den Zustand n0 = n � 1 ansonsten n0 = n + 1 .
Setzte weiterhin t = t + dt.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Simulation mit festem Zeitschritt (4)

� Im Allgemeinen sind Sprünge zu mehr als zwei Zuständen möglich. Man
setze

u0(n) =
X

n 06= n

wn 0n ;

so dass u0(n)dt die Wahrscheinlichkeit eines Zustandswechsels (in be-
liebigen von n verschiedenen Zustand) ist.

� Bestimme eine Unterteilung von [0; 1] der Form [0; y1; : : : ; y� � 1; y� ; : : : ; 1],
wobei � � 1 die Anzahl der möglichen Zielzustände ist und die Größe
des Teilintervall [y� � 1; y� ] proportional zu w�n gewählt wird. Der Zustand
n0 ergibt sich nun entspechend der Zugehörigkeit der Zufallszahl � 2 zu
einem der Teilintervalle

y� � 1 � � 2 � y� :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Simulation mit stochastischem Zeitschritt (1)

� Im Gegensatz zur Methode festem Zeitschritt wird die Schrittweite hier
von der Dynamik des Prozesses selbst geregelt.

� Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustandswechsel nach genau m + 1
Zeitschritten dt statt�ndet, kann berechnet werden mit

p = (1 � u0dt)m u0dt;

d.h. in den erstem m Schritten verweilt der Prozess in einem Zustand und
wechselt im (m + 1) : Schritt.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Simulation mit stochastischem Zeitschritt (2)

� Sei (m + 1) dt = t und damit dt = t=(m + 1) , so folgt

p = [1 �
u0t

m + 1
]m u0dt:

� Der Grenzübergang dt ! 0 bei festem t (damit auch m ! 1 ) und e� k =
lim i !1 (1 � k=i) i liefert

p = u0eu0t dt:

D.h. die Zeit bis zum Zustandswechsel ist exponentialverteilt, wobei
u0 = u0(n) =

P
n06= n wn0n die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Zu-

standswechsels ist.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Simulation mit stochastischem Zeitschritt (3)

! Algorithmus:

1. Ziehe Zufallszahl � 1 gleichverteilt in [0; 1] und bestimme den Zeitspunkt
des nächsten Zustandswechsels t = t + dt gemäß

dt = �
1

u0(n)
ln (� 1):

2. Wähle den Zustand n0 entsprechend dem Algorithmus für feste Schritt-
weite.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Vor- und Nachteile einer festen gegenüber einer
stochastischen Schrittweite

� Methode mit festem Zeitschritt manchmal schneller, da sie nicht die Be-
rechnung des Logarithmus' der ZV erfordert.

� u0(n)dt � 1 muss beachtet werden.

� Abhängkeit der Übergangsraten von n, kann eine gewählte Schrittwei-
te zu groß (Übersehen der Dynamik) bzw. zu klein (Inef�zienz) werden
lassen.

� Abhängigkeit der Simulationsgüte von der Schrittweite. Zunehmende An-
zahl der Zeitschritte führt zu Annäherung der Simulation an das exakte
Ergebnis.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Gillespie-Algorithmus (1)

� Nicht nur ”offensichtlich stochastische” Prozesse können mittels der vor-
gestellten Methoden behandelt werden;

� Im Folgenden Anwendung des vorgestellten Formalismus' auf chemische
Reaktionsgleichungen

� Die vorgestellte Methode basiert auf: Danile T. Gillespie (1977), ”Exact
Stochastic Simulation of Coupled Chemical Reactions”, J. of Phys. Ce-
mistry 81(25): 2340-2361.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Gillespie-Algorithmus (2)

� Klassische Beschreibung chemischer Reaktionen mittels deterministi-
scher Ratengleichgungen;

� Allerdings liegen chem. Reaktionen letztendlich Interaktionen einzelner
diskreter Moleküle zugrunde, was zeigt, dass kontinuierliche Beschrei-
bung nur eine Approximation darstellt;

� Ggf. bedeutsame Fluktuationen auf der Ebenen molekularer Ereignisse
werden nicht representiert (z.B. Betrachtung geringer Molekülzahlen)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Gillespie-Algorithmus (3)

� Ausgangspunkt für Betrachtung wieder die Vorstellung, dass eine chem.
Reaktion auf Zusammenstößen von Molekülen beruht (kinetische Stoß-
theorie);

� Diese Zusammenstöße treten in einem System, welches sich in einem
thermodynamischen Gleichgewicht be�ndet, zuf ällig auf;

� Betrachte also die Wahrscheinlichkeit eines solchen Zusammenstoßes:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Gillespie-Algorithmus (4)

Das Kollisions-Volumen beschreibt den Bereich, in dem innerhalb eines Zei-
tintervalls �t ein Zusammenstoß der Moleküle auftreten kann.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Gillespie-Algorithmus (5)

� Um die Rate des Zusammenstoßes zu erhalten würde man formal die
Anzahl der Moleküle (vom Typ 2) innerhalb des Kollisions-Volumen �V coll

im Zeitintervall �t bestimmen und den Grenzwert für kleine Zeiten (d.h.
für lim �t ! 0) berechnen;

� Da es allerdings nur ganze Moleküle gibt (d.h. für kleine Zeiten können in
�V coll entweder 1 oder 0 Moleküle liegen), ist es besser hier anstatt einer
Rate die Wahrscheinlichkeit des Vorhandenseins eines Moleküls in �V coll

anzugeben;
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Gillespie-Algorithmus (6)

� Bei Systemen im thermodynamischen Gleichgewicht kann man davon
ausgehen, dass die Moleküle gleichmäßig innerhalb eines betrachteten
Volumens V verteilt sind;

� Damit ist die Wahrscheinlichkeit ein Molekül von Typ 2 innerhalb von
�V coll anzutreffen �V coll =V (dies gilt in gleicher Weise für den Grenzfall
in�nitesimaler Volumina);

� Mittelung dieser Wahrscheinlichkeit über die Geschwindigkeitsverteilun-
gen der Molküle vom Typ 1 und 2 führt auf mittlere Wahrscheinlichkeit,
dass ein spezielles 1-2-Molekülpaar innerhalb von �t zusammenstößt

��V coll =V = V � 1�r 12 �v12�t (59)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Gillespie-Algorithmus (7)

� Wenn sich nun innerhalb des Volumens V X1 Moleküle der Substanz 1
und X 2 Moleküle der Substanz 2 aufhalten, ergibt dies insgesamt X 1X 2

unterschiedliche 1-2-Molekülpaare;

� Damit ist, unter Nutzung der mittlere Wahrscheinlichkeit für einen speziel-
len Zusammenstoß (59), die mittlere Wahrscheinlichkeit für irgendeinen
1-2-Zusammenstoß

X 1X 2V � 1�r 12 �v12�t (60)

� D.h. obwohl die Anzahl der Zusammenstöße in V innerhalb des in�ni-
tesimalen Zeitabschnitts �t nicht angegeben werden kann, so ist dies in
rigoroser Art und Weise für die Wahrscheinlichkeit eines Zusammensto-
ßes möglich.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Gillespie-Algorithmus (8)

� Ausgehend von bisherigen Betrachtungen ist es möglich eine chemische
Reaktion mittels Reaktionswahrscheinlichkeit pro Zeitschritt anstatt Re-
aktionsrate zu charakterisieren;

� Betrachte dazu die Reaktion R1 : S1 + S2 ! 2S1

� In Analogie zu (59) kann man Konstante c1 (die nur von physikalischen
Eigenschaften der Moleküle und der Systemtemperatur abhängt) ange-
ben, so dass c1dt die mittlere Wahrscheinlichkeit für eine R1-Reaktion
eines speziellen 1-2 Molekülpaares in dt angibt

� Damit ist X 1X 2c1dt die mittlere Gesamtwahrscheinlichkeit für eine R1-
Reaktion innerhalb von dt.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Gillespie-Algorithmus (9)

� Zur stochastischen Beschreibung einer chemischen Reaktiongleichung
muss noch der Zusammenhang von deterministischer Reaktionsrate k1

und stochastischer Reaktionswahrscheinlichkeit c1 beschrieben werden;

� Für die Reaktion R1 : S1 + S2 ! 2S1 kann man zeigen, dass gilt:

k1 = V c1 < X 1X 2 > = < X 1 >< X 2 > : (siehe T. Gillespie (1976), J.Comput.Phys.22)

� Da im Kontext deterministischer Betrachtungen der Reaktionskinetik kein
Unterschied zwischen dem Mittelwert eines Produktes und dem Produkt
der Mittelwerte besteht, betrachtet man auch die einfachere Beziehung

k1
�= V c1:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Gillespie-Algorithmus (10)

� Der Faktor V in k1 = V c1 kommt dadurch zustande, dass die Ratenkon-
stante k1 normalerweise zur Beschreibung von Reaktionen bezogen auf
die Konzentration von Stoffen (und nicht von Teilchenanzahlen) verwen-
det wird.

� Wenn die betrachtete Reaktion drei anstatt zwei Reaktanten (S1; S2; S3)
beinhalten würde, dann müsste man V 2 anstatt V verwenden; im Fal-
le von nur einem Reaktanten entsprechend dieser Faktor verschwinden
(d.h. V 0 = 1 ).
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Simulationsmethoden

Gillespie-Algorithmus (11)

� Neben der Volumenadjustierung gibt es noch einen zweiten praktischen
Unterschied zwischen k1 und c1. Um diesen zu verdeutlichen betrachte
Umkehrreaktion R2 : 2S1 ! S1 + S2.

� Den gemachten Ausführungen folgend, würde man diese Gleichung
durch ein Konstante c2 charakterisieren, welche die mittlere Wahrschein-
lichkeit für ein S1 � S1-Molekülpaar angibt entsprechend R2 zu reagieren;

� Allerdings ist die Anzahl unterschiedlicher solcher Molekülpaare nicht
X 1X 1, sondern

X 1(X 1 � 1)=2!
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Beispielsystem: Modellierung genetischer Netzwerke

Gillespie-Algorithmus (12)

� Damit ist die Wahrscheinlichkeit das R2 in V innerhalb von dt eintritt
1=2X 1(X 1 � 1)c2dt

� und es gilt

k2 = V c2 < 1=2X 1(X 1 � 1) > = < X 1 >< X 1 > �= V c2=2

� Im Allgemeinen gilt: betrachtet R� die Reaktion zweier identischer Mo-
leküle ist c� um den Faktor 2! = 2 größer als k� ; Betrachtet man Reaktio-
nen von 3 identischen Molekülen ist dieser Faktor 3! = 6.

� D.h. k� und c� unterscheiden sich (numerisch betrachtet) höchstens um
zwei konstante Faktoren.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Beispielsystem: Modellierung genetischer Netzwerke

Beispiel zu Gillespie-Algorithmus:
Modellierung genetischer Netzwerke (1)

Einfaches (Schalter-)Genregulationsnetzwerk in � � Phagen:
! Arkin et al.(1998), Stochastic kinetic analysis of developmental pathway
bifurcation in phage � -infected E.coli cells, Genetics 149: 1633

Negative Feedback-Regulation von Genexpression:
! Bundschuh et al.(2003), The role of dimemerization in noise reduction of
simple genetic networks, J. thoer. Biol. 220: 261
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Beispielsystem: Modellierung genetischer Netzwerke

Beispiel zu Gillespie-Algorithmus:
Modellierung genetischer Netzwerke (2)

� Aufgrund kleiner Anzahl beteiligter Moleküle sind stochastische Fluk-
tuationen eine intrinsischer Bestandteil von Genregulationsnetzwerken
(GRN)

� Häu�g auftretender Kontroll-/Steuermechanismus in GRN: ne gatives
Feedback, d.h. Produktion einer Substanz (S) ist abhängig von der Zahl
der bereits vorhandenen Moleküle von S

� Verschiedene Realisierungen dieses Mechanismus mit im Allgemeinen
unterschiedlichen Eigenschaften vorstellbar
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Beispielsystem: Modellierung genetischer Netzwerke

Beispiel zu Gillespie-Algorithmus:
Modellierung genetischer Netzwerke (3)

� Inhibition von Transkription z.B. realisiert durch Bindung des Proteins an
Operator-Region, so dass Bindung von RNA-Polymerase verhindert wird

� Bindung des Protein oft als Dimer (Stabilität der Bindung)

� Damit zwei prinzipielle Möglichkeiten der Bindung:

(A) 1. 2 � Protein (P) ! Protein-Dimer (P2)
2. P2 + DNA (D) ! Komplex (Q)

(B) 1. P + D ! temporärer Komplex (T)
2. P + T ! Q
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Beispielsystem: Modellierung genetischer Netzwerke

Beispiel zu Gillespie-Algorithmus:
Modellierung genetischer Netzwerke (4)

Zur Beschreibung von Transkription und Translations verwenden wir die fol-
genden Bezeichnungen:

� freie DNA welche für das Protein (P) kodiert : : : D

� RNA-Polymerase : : : R

� Komplex gebundener RNA-Polymerase an DNA : : : D �

� Messenger RNA : : : M
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Beispielsystem: Modellierung genetischer Netzwerke

Beispiel zu Gillespie-Algorithmus:
Modellierung genetischer Netzwerke (5)

D � k1! D + M + R

M
k2! M + P

M
k3! ;

P
k4! ;

D + R
k5

*)
k � 5

D �
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Beispielsystem: Modellierung genetischer Netzwerke

Beispiel zu Gillespie-Algorithmus:
Modellierung genetischer Netzwerke (6)

Bindungskinetik D (prim äre Dimerbildung)

2P
k6

*)
k � 6

P2

D + P2

k7

*)
k � 7

Q
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Beispielsystem: Modellierung genetischer Netzwerke

Beispiel zu Gillespie-Algorithmus:
Modellierung genetischer Netzwerke (7)

Bindungskinetik M (prim äre Monomerbindung an DNA)

D + P
k8

*)
k � 8

T

T + P
k9

*)
k � 9

Q
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Beispielsystem: Modellierung genetischer Netzwerke

Beispiel zu Gillespie-Algorithmus:
Modellierung genetischer Netzwerke (8)

� Prinzipiell sind immer beide Reaktionstypen vorhanden und die Domi-
nanz des einen oder anderen kommt durch die Relation der Reaktions-
konstanten zum Ausdruck

� Hier allerdings seperate Betrachtung beider Typen, um Unterschiede in
der Dynamik besser analysieren zu können
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Beispielsystem: Modellierung genetischer Netzwerke

Beispiel zu Gillespie-Algorithmus:
Modellierung genetischer Netzwerke (9)

� Die Parameter (Reaktionsraten) k1; : : : ; k� 7 werden aus der Literatur
(speziell bezogen auf � -Phage) geschätzt

– k1 = 0 :0078s� 1; k2 = 0 :43s� 1; k3 = 0 :0039s� 1; k4 = 0 :0007s� 1

– k5 = 0 :038s� 1(nM ) � 1; k� 5 = 0 :3s� 1

– k6 = 0 :025s� 1(nM ) � 1; k� 6 = 0 :5s� 1

– k7 = 0 :012s� 1(nM ) � 1 k� 7 = 0 :9s� 1

� k� 8 und k� 9 so wählen, dass Vergleich beider Modelle möglich, d.h.
unter Annahme K 8K 9 = K 6K 7 = 1500nM 2 (K i = k� i =ki ) variiert man
K 9 zwischen 2 und 400 nM und wählt K 8 entsprechend
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Beispielsystem: Modellierung genetischer Netzwerke

Beispiel zu Gillespie-Algorithmus:
Modellierung genetischer Netzwerke (10)

� Simulationsalgorithmus mit stochastischer Schrittweite (siehe auch Gil-
lespie (1977), Stochastic simulation of coupled chemical reactions,
J.Phys.Chem. 81:2340):

– Wechsel von Übergangsraten zu
Intensitäten (Reaktionswahrscheinlichkeiten pro Sekunde)

– Diese Wahrscheinlichkeiten hängen mit ki über das Volumen� zusam-
men, wobei Exponent � reaktionsspezi�sch ist

– Da Volumen einer E.coli Zelle mit als V = 1=1nM angenommen wer-
den kann, sind die numerischen Werte der Reaktionswahrscheinlich-
keiten gleich den Reaktionsraten (solange diese in nM ausgedrückt
werden)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Beispielsystem: Modellierung genetischer Netzwerke

Beispiel zu Gillespie-Algorithmus:
Modellierung genetischer Netzwerke (11)

K9
K9

f40

60

<
p>

20

10 100 1000 10 100 1000

6

8

4

2

Abbildung 1: Simulierte mittlere Anzahl von Protein-
monomers P(links) und Variationskoef�zient [Vari-
anz/Mittelwert] (rechts) der Proteinmonomerzahl in
Abhängigkeit des Parameters k9
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse

Die Mastergleichung
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichung (1)

Ziel des weiteren Vorgehens:

Herleitung einer Differentialgleichung, welche das zeitliche Verhalten der
Dichtefunktion beschreibt und damit in der Lage ist aus Informationen über
das Kurzzeitverhalten die Übergangswahrscheinlichkeiten für endliche Zei-
ten zu bestimmen.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichung (2)

Dazu betrachteten wir Prozesse, für welche man die Übergangswahrschein-
lichkeit p2(x2; t + � jx1; t) für � ! 0 folgendermaßen darstellen kann:

p2(x; t + � jx1; t) = [1 � a(x; t )� ]� (x � x1) + �w (x; x 1; t) + O(� 2)

d.h. für jeden noch so kleinen Zeitschritt � kann der Prozess entweder mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit im aktuellen Zustand verharren oder mit
der komplementären Wahrscheinlichkeit wechseln (Sprungprozess).

w(x; x 1; t) beschreibt die Übergangsintensität von x1 nach x.

Aufgrund von
R

p2(x; t + � jx1; t)dx = 1 ist a(x1; t) =
R

w(x; x 1; t)dx die Wahr-
scheinlichkeit für irgendeinen Wechsel aus x1 heraus.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichung (3)
Einsetzen in die Chapman-Kolmogorov-Gleichung liefert

p2(x; t + � jx2; t2) =

=
Z

p2(x; t + � jx1; t) � p2(x1; t jx2; t2)dx1

=
Z

ff [1 � a(x; t )� ]� (x � x1) + �w (x; x 1; t) + O(� 2)g � p2(x1; t jx2; t2)gdx1

= [1 � a(x; t )� ]p2(x; t jx2; t2) + �
Z

w(x; x 1; t)p2(x1; t jx2; t2)dx1 + O(� 2)

= p2(x; t jx2; t2) � a(x; t )�p 2(x; t jx2; t2) +

�
Z

w(x; x 1; t)p2(x1; t jx2; t2)dx1 + O(� 2)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichung (4)
Damit folgt nun

p2(x; t + � jx2; t2) � p2(x; t jx2; t2)
�

=
Z

w(x; x 1; t)p2(x1; t jx2; t2)dx1

� a(x; t )p2(x; t jx2; t2) + O(� 2):

Ausnutzung der Beziehung a(x; t ) =
R

w(x1; x; t )dx1 liefert jetzt

p2(x; t + � jx2; t2) � p2(x; t jx2; t2)
�

=
Z

w(x; x 1; t)p2(x1; t jx2; t2)dx1

�
Z

w(x1; x; t )p2(x; t jx2; t2)dx1
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichung (5)

... und wegen

@p2(x; t jx2; t2)
@t

= lim
� ! 0

p2(x; t + � jx2; t2) � p2(x; t jx2; t2)
�

erhält man die sogenannte Mastergleichung für die Übergangswahrschein-
lichkeiten p2:

@p2(x; t jx2; t2)
@t

=
Z

w(x; x 1; t)p2(x1; t jx2; t2)dx1 �
Z

w(x1; x; t )p2(x; t jx2; t2)dx1:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichung (6)

Durch Multiplikation mit p1(x2; t2), Intergration über x2 ergibt sich eine an-
dere Schreibweise der Mastergleichung

@p1(x; t )
@t

=
Z

w(x; x 1; t)p1(x1; t)dx1 �
Z

w(x1; x; t )p1(x; t )dx1:

Im Falle diskreter Zustände (d.h. anstatt der stetigen Größe X betrachten
wir n diskrete Zustände), schreibt man für p1(x; t ) dann pn (t) bzw. anstatt
w(x; x 1; t) nun xnn 1(t) und die Mastergleichung nimmt folgende Form an

_pn (t) =
X

n 1

[wnn 1(t)pn 1(t) � wn 1n (t)pn (t)]
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichung (7)
Damit erhält man eine Differentialgleichung zur Beschreibung der Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen p1(x; t ) bzw. pn (t) mit folgender Interpretation:

� Die Änderung der Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t den Wert x bzw. n vorzu-
�nden, setzt sich aus einem Gewinnterm aller Übergänge von x1 bzw. n1

nach x bzw. n und einem Verlustterm aller Übergange aus x bzw. n nach
x1 bzw. n1 zusammen.

Die Übergangsintensitäten w(x; x 1; t); w(x1; x; t ) bzw. wnn 1(t); wn 1n (t)
können oft aus den jeweiligen mikroskopischen physikalischen oder che-
mischen Eigenschaften abgeleitet werden.

Im Falle eines zeitlich homogenen Prozesses sind die Übergangsraten un-
abhängig von t.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Hauptanwendungsgebiete der Mastergleichung

� Bewegungen von Teilchen im Raum (Random Walk). Jede Art von Diffu-
sion kann in einem solchen Sinne als Zufallsweg aufgefasst werden.

� Geburts- und Todesprozesse, beispielsweise in der Populationsdynamik
oder der Zellbiologie.

� Chemische Reaktionen, wobei die betrachetet Zufallsvariable die Mo-
lekülanzahl einer bestimmte Substanz beschreibt. Bei der Beschreibung
geht man davon aus, dass die Wahrscheinlichkeit für die Umwandlung
eines Moleküls X nach B für alle Moleküle gleich ist, und die Rate des
Übergangs der Anzahl der X-Moleküle von n nach n � 1 bzw. n nach n+1
proportional zur derzeitigen Anzahl der Moleküle ist (Masse-Wirkungs-
Gesetz).
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichungs-Anwendung (1)

Der Einfachheit halber Beschränkung auf diskrete ZV

_pn (t) =
X

n 0

[wnn 0(t)pn 0(t) � wn 0n (t)pn (t)]

und ”Einschritt-Prozesse”, d.h. pro Zeitschritt sind nur Sprünge zu benach-
barten Zuständen erlaubt

wnn 0

�
6= 0 für n0 = n � 1
= 0 sonst

:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichungs-Anwendung (2)

Damit erhält man

_pn (t) = wn (n +1) pn +1 (t) + wn (n � 1)pn � 1(t) � w(n +1) n pn (t) � w(n � 1)n pn (t):

Mittels der folgenden Bezeichnungen für die Übergangsraten

wn (n +1) = r (n + 1) und wn (n � 1) = g(n � 1)

erhält man weiter:

_pn (t) = r (n + 1) pn +1 (t) + g(n � 1)pn � 1(t) � [r (n) + g(n)]pn (t):
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichungs-Anwendung: R änder (1)
Da der Zustandsraum oft beschränkt ist (z.B. n als Anzahl von Lebewe-
sen: n � 0), macht sich unter Umständen eine gesonderte Betrachtung der
Ränder der Zustandsraumes erforderlich.

Zum Beispiel betrachtet man bei der Einschränkung 0 � n � N die Master-
gleichung in der folgenden Form:

_pn = r (n + 1) pn +1 + g(n � 1)pn � 1 � [r (n) � g(n)]pn ; 0 < n < N

_p0 = r (1)p1 � g(0)p0;
_pN = g(N � 1)pN � 1 � r (N )pN ;

d.h. r (0) = g(� 1) � 0; r (N + 1) = g(N ) � 0 unabhängig von der angenom-
men Form der Funktionen r (n) und g(n).
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichungs-Anwendung: R änder (2)

Ein Spezialfall in der Betrachtung verschiedener Ränder sind sogenann-
te absorbierende Ränder, d.h. Ränder aus denen ”Teilchen”, so sie einmal
diesen Zustand erreichen, nicht wieder hinauskommen.

Beispiel:
_pn = pn +1 + pn � 1 � 2pn ; n = 1 ; 2; : : :

_p0 = p1 � p0 � cp0:

Sei nun q(t) =
P 1

n =0 pn ; d.h. die Wahrscheinlichkeit sich in irgendeinem
Zustand f ng mit n � 0 aufzuhalten. Anders ausgedrückt: Bei Betrachtung
eines Ensembles von Realisierungen drückt q(t) die Gesamtzahl der Teil-
chen in den Zuständen f ng mit n � 0 aus.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichungs-Anwendung: R änder (3)

Für diese ergibt sich nun
_q = � cp0(t);

und damit ist ersichtlicht, dass die Teilchenzahl immer weiter abnimmt bis
das System ”leergelaufen” ist: Der Zustandsraum besitzt ein ”Loch”.
Eine Erweiterung des Zustandraumes um einen Zustand f n = � 1g, welcher
einen Einstrom aus Zustand f n = 0g mit Übergangsrate c besitzt, liefert

p� 1 = 1 � q(t) und damit _p� 1(t) = � _q = cp0(t):

Den Zustand f n = � 1g nennt man absorbierend.
Falls c = 0 , so ist die Erweiterung am Rand nicht nötig und man nennt
f n = 0g einen re�ektierenden Rand.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichungs-Anwendung: Momente (1)

Die Mastergleichung kann genutzt werden, um interessierende Momente ei-
nes Prozesses zu bestimmen. Für Einschrittprozesse erhält man bespiels-
weise:

d
dt

E [n] =
+ 1X

�1

n _pn (t)

=
+ 1X

�1

n[r (n + 1) pn +1 + g(n � 1)pn � 1 � (r (n) + g(n))pn ]

= � E [r (n)] + E [g(n)];

da
P + 1

�1 nr (n + 1) pn +1 =
P + 1

�1 (n � 1)r (n)pn =
P + 1

�1 nr (n)pn � E [r (n)] ist.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichungs-Anwendung: Momente (2)

Analog erhält man

dE[nk ]
dt

= E [f (n � 1)k � nkgr (n)] + E [f (n + 1) k � nkgg(n)]:

Als Spezialfall davon folgt für V ar[n] = E [n2] � E [n]2

dV ar[n]
dt

= � 2E [nr (n)] + E [r (n)] + 2 E[ng(n)] + E [g(n)]

+2E[n]f E [g(n)] + E [r (n)]g:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichungs-Anwendung: Momente
Beispiel 1

Sei r = g = 1 : Die Mastergleichung für diesen eindimensionalen (symmetri-
schen) Random Walk lautet:

_pn = pn +1 + pn � 1 � 2pn ; �1 < n < + 1 ;

und man erhält für E [n] bzw. V ar[n]: d
dt E[n](t) = 0 und d

dt V ar[n](t) = 2 :

Ausgehend von Anfangsbedingung pn (0) = � n; 0 bzw. E [nk ] = 0 für t = 0
und k � 1 erhält man

E[n] = 0 und V ar[n] = E [n2] � 0 = 2t:

! siehe Wiener Prozess (kontinuierliches Analogon zu Random Walk)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichungs-Anwendung: Momente
Beispiel 2

Sei r (n) = 
n und g(n) � 0, d.h. es gibt nur Übergänge zu niedrigeren
Zustandswerten (z.B. radioaktiver Zerfall). In diesem Fall ist der Zustand
n = 0 ein natürlicher, absorbierender Randpunkt. Man erhält in diesem Fall
für den Erwartungswert

d
dt

E [n](t) = � 
E [n](t);

und mit der AB pn (0) = � n;n 0

E[n](t) = n0e� 
t :
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Varianz ! (zusätzliche) Übungsaufgabe.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichungs-Anwendung: Station äre Verteilung (1)

Um eine stationäre Lösung zu erhalten, muss man in der Mastergleichung

_pn (t) = r (n + 1) pn +1 (t) + g(n � 1)pn � 1(t) � [r (n) + g(n)]pn (t):

alle Zeitableitungen gleich Null setzten.

Sei nun die Lösungs dieses Problems mit p�
n bezeichnet, so gilt

� r (n)p�
n + g(n � 1)p�

n � 1 = J für alle n:

J ist hierbei der Netto-Strom von (n � 1) nach n. Im statonären Fall muss
dieser natürlich für alle n gleich sein.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichungs-Anwendung: Station äre Verteilung (2)

Für den Fall, dass auch an den System-Rändern weder ”Teilchen” erzeugt
werden noch verloren gehen, ist J � 0. Somit erhält man

p�
n =

g(n � 1)
r (n)

p�
n � 1

und damit

p�
n =

g(n � 1)g(n � 1) : : : g(1)g(0)
r (n)r (n � 1) : : : r (2)r (1)

p�
0 für n > 0
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichungs-Anwendung: Station äre Verteilung (3)

Im Fall, dass man den Prozess für n < 0 betrachtet, gilt entsprechend

p�
n =

r (n + 1)
g(n)

p�
n +1

und damit

p�
n =

r (n + 1) r (n + 2) : : : r (� 1)r (0)
g(n)g(n + 1) : : : g(� 2)g(� 1)

p�
0

Die Normierung
P

n p�
n liefert in beiden Fällen p�

0:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Mastergleichung

Mastergleichungs-Anwendung: Station äre Verteilung
Beispiel (1)

Wir betrachten die Zustände n � 0 für einen Prozess mit g(n) = � für n � 0
und r (n) = � für n > 0. Solche Prozesse treten z.B. bei Warteschlangen-
Problemen auf. Um überhaupt eine stätionäre Lösung �nden zu k önnen,
soll � < � gelten, da ansonsten die ”Warteschlage” immer länger werden
würde.

Man erhält hier für die stationäre Dichte p�
n (t)

p�
n =

�
�
�

� n

p�
0:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Ausblick

Mastergleichungs-Anwendung: Station äre Verteilung
Beispiel (2)

Aus der Normierung

1 =
1X

n =0

p�
n = p�

0

1X

n =0

�
�
�

� n

= p�
0

1
1 � �=�

erhält man

p�
n =

�
�
�

� n �
1 �

�
�

�
; n � 0:

Die Wahrscheinlichkeit sofort bedient zu werden ist damit

p�
0 = 1 �

�
�

:
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Ausblick

Fokker-Plank Gleichung: eindimensionaler Fall (1)
Wir betrachten jetzt sogenannte Diffusionsprozesse. Anders als bei Sprung-
prozessen gelten die folgenden Bedingungen an die Kurzzeiteigenschaften:

Z
(x2 � x1)p2(x2; t + � jx1; t)dx2 = A(x1; t)� + o(� );

Z
(x2 � x1)2p2(x2; t + � jx1; t)dx2 = D(x1; t)� + o(� );

Z
(x2 � x1)n p2(x2; t + � jx1; t)dx2 = o(� ); für n > 2:

D.h. in erster Ordnung des Zeitschrittes � ist ein Diffusionsprozess durch die
ersten beiden Momente (Erwartungswert, Varianz) gekennzeichnet, wobei
alle anderen Momente verschwinden.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Ausblick

Fokker-Planck Gleichung: eindimensionaler Fall (2)

Man kann zeigen, dass mit diesen Voraussetzungen die folgende Bezie-
hung für die Übergangswahrscheinlichkeit p2(z; tjx; t 0) gilt:

@p2(z; tjx; t 0)
@t

=
�
�

@
@z

A(z; t) +
1
2

@2

@z2
D(z; t)

�
p2(z; tjx; t 0);

Dies ist die sogenannte Fokker-Planck Gleichung.

A(z; t) bezeichnet man als Driftterm und D(z; t) als Diffusionsterm.

! Die Fokker-Planck Gleichung erhält man aus einer Taylorentwicklung (bis
zum zweiten Ordnung) der allgemeinen Mastergleichung (siehe z.B. Van
Kampen, 1992 oder Gardiner, 1997)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Ausblick

Fokker-Planck Gleichung: eindimensionaler Fall (3)

Unter Benutzung von

p1(z; t) =
Z

p2(z; tjx; t 0)p1(x; t 0)dx

wird die Fokker-Planck-Gleichung oft auch für die Wahrscheinlichkeitsdichte
angegeben:

@p1(z; t)
@t

=
�
�

@
@z

A(z; t) +
1
2

@2

@z2
D(z; t)

�
p1(z; t)
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Ausblick

Beispiele zur Fokker-Plank Gleichung
Deterministisches System (1)

Wir betrachten im Folgenden das deterministische System

_x = f (x):

Für dieses kann man ebenfalls eine Dichtefunktion formulieren:

p(y; t) = � (y � x(t)) :

Hiebei ist x(t) eine Trajektorie, welche der Gleichung _x = f (x) genügt. Es
gilt dann weiterhin

p2(z; tjx; t 0) = � (z � x(t)) ;
mit x(t0) = x; d.h. x(t) ist Trajektorie, die zu t0 durch x geht.
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Modellierung zellulärer Reguationsprozesse Ausblick

Beispiele zur Fokker-Plank Gleichung
Deterministisches System (2)

)
Z

(z � x)p2(z; t0+ � jx; t 0)dz =
Z

[z � x(t0)]� (z � x(t0+ � ))

= x(t0+ � ) � x(t0) = _x(t0)� + o(� ) = f (x(t0)) � + o(� )

Damit erhält man damit: A(x) = f (x). Analog kann man zeigen, dass
D(x) = 0 . Die Fokker-Planck-Gleichung lautet also:

@t p2(z; tjx; t 0) = �
@
@z

f (z)p2(z; tjx; t 0):

Wie zu erwarten ist ein solches deterministisches System ausschließlich
durch den Driftterm A(x) beschrieben.
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Beispiele zur Fokker-Plank Gleichung
Wiener Prozess

Der Wiener Prozess ist ein Diffusionsprozess, welcher keinen Driftterm
A(x; t ) enthält und bei dem der Diffusionsterm D(x; t ) = 1 ist. Die zugehöri-
gen Fokker-Planck-Gleichung lautet:

@t p1(x; t ) =
1
2

@2

@x2
p1(x; t ):

Für das Kurzzeitverhalten der Übergangswahrscheinlichkeit gilt:

p2(x; t � � jx0; t) =
1

(2�� )
1
2
e� (x � x 0)2=2� :
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Allgemeine Stochastische Prozesse

Ein allgemeiner Markov-Prozess, der sowohl Drift, Diffusion als auch
Sprünge auffweisst, kann nunmehr als eine Kombination eines Sprungpro-
zesses - (beschrieben durch Mastergleichung) und eines Diffusionsprozes-
ses (beschrieben durch Fokker-Planck-Gleichung) sein:

@p2(z; tjx; t 0)
@t

=
�
�

@
@z

A(z; t) +
1
2

@2

@z2
D(z; t)

�
p2(z; tjx; t 0) +

+
Z

f w(zjy; t)p2(y; tjx; t 0) � w(yjz; t)p2(z; tjx; t 0)gdy

Man nennt diese Gleichung differentielle Chapman-Kolmogorov-Gleichung.

Dr. Ingo Röder, IMISE, Universität Leipzig Folie 353
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Stochastische Differentialgleichungen ( Überblick)

Im Gegensatz zu Master bzw. Fokker-Planck-Gleichung, welche Differen-
tialgleichungen der Übergangswahrscheinlichkeiten bzw. die Dichtefunktion
darstellen, beschreibt eine stochastische Differentialgleichung die Dynamik
der Zufallsvariable selbst:

_X t = a(X t ; t) + � t bzw. _X t = a(X t ; t) + b(X t ; t)� t :

Hierbei ist � t ein weißes Rauschen � t � W N (0; � ): Im ersten Fall spricht
man von additivem und im zweiten Fall von multiplikativem Rauschen.

! Für weiterführenden Betrachtungen siehe Literatur.
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