Klin Wochenschr (1983) 61:935-940

Originalien

[irische
O e Chrift

{© Springer-Verlag (9823

Mathematische Modelle in der Hiimatologie *

H.E. Wichmann **, M. Loeffler **, P. Herkenrath **, M.D. Gerhardts ***,

C. Wesselborg und H. Wulff
Medizinische Universititsklinik Koln
Mathematical Models in Haematology

Summary. The use of mathematical models in hae-
matology is shown by some examples concerning

stem cell kinetics, erythropoiesis and thrombopoie--

sis. At first, model assumptions are formulated
which include the biological knowledge and some
regulatory hypotheses. Then, the reaction of the
model on stimulation and suppression is calcula-
ted. Finally, by comparison with experimental or
clincal data one can evaluate how far the model
assumptions are sufficient to understand the mea-
surements. Thus one can exclude wrong hypothe-
ses and identify the important regulatory influen-
ces.
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Einleitung

Je umfangreicher die Erkenntnisse einer wissen-
schaftlichen Disziplin werden, umso stirker wichst
der Wunsch, diese Kenntnisse zu ordnen, zu syste-
matisieren und unter ibergeordneten Gesichts-
punkten zu beschreiben. Die adiquate Sprache zur
Beschreibung naturwissenschaftlicher Erscheinun-
gen ist die Mathematik; so ist es verstindlich, daB
auch biologische Systeme wie etwa die Hamopocse
mehr und mehr mit mathematischen Hilsmitteln
durchdrungen werden. Mathematische Modelle
dienen dazu, die komplexen Regelmechanismen
der Blutbildung durch méglichst einfache Glei-
chungssysteme quantitativ zu beschreiben.

Bei der Blutbildung durchlaufen die Zellen,
ausgehend von einem Stammzellcompartment,
mehrere Proliferations- und Reifungscompart-

* Herrn Prof. Dr. R. Gross zum 1.10.1983 gewidmet
** Mit [nterstiitzung der Deutschen Forschungsgemein-
schaft
*** nd der Stiftung Volkswagenwerk

Sonderdruckanjragen an: PD Dr. H.E. Wichmann (Adresse s.
Seite 940)

ments im Knochenmark, bevor sie als funktions-
tiichtige Zellen in die Blutbahn eintreten. Wiéhrend
die Stammzellen sich selbst reproduzieren, sind die
differenzierten Zellen auf den ZufluB aus den je-
weiligen Vorgingercompartments angewiesen. Die
Riickkopplung geschieht iiber Hormone und an-
dere ,Faktoren®, deren Rolle erst teilweise aufge-
klirt ist. Einige von ihnen regeln die Stammzellki-
netik, andere sind fiir die Zahl der Zellteilungen
sowie die Reifungsdauer im Knochenmark in Ab-
hingigkeit von der Zahl reifer Zellen im Funk-
tionscompartment verantwortlich,

Methodische Wege

Der iibliche Weg zur Beschreibung eines derartigen
Regelkreises ist ein Differentialgleichungssystem,
das neben linearen Differentialgleichungen (af(z}/
dr=a(t)—B(1) f(£)) auch solche mit Zeitverzdge-
rungen enthdlt (df(n)/di=g()—g(t— 1)) {Rubi-
now u. Lebowitz 1975). Zur Aufstellung des Sy-
stems bendtigt man Informationen ilber Zellzah-
len, Auvfenthaltsdauer und Anzahl der Teilungen
(a) im Gleichgewicht, (b) bei maximalem und (c)
bei minimalem Stimulus. Ferner ist die Halbwert-
zeit des Riickkopplungshormons von Bedeutung
sowic Angaben dariiber, ob die Zellen in den jewei-
ligen Compartments alters- oder zufallsabhingig
abgebaut werden. Diese Informationen ermog-
lichen die Transposition des biologischen Wissens
in eine mathematische Form (Wichmann u. Gross
1981).

Nun sind zahlreiche Anwendungen moglich,
von den zwei exemplarisch erwihnt werden sollen:

1. Experimente mit veranderten Zellzahlen. Sie
werden durch Manipulationen der Anfangswerte
in einem oder mehreren Compartments simuliert,
was reaktiv eine Anderung der Zellzahlen in den
iibrigen Compartments zur Folge hat. Die daraus
folgenden Modellkurven kdnnen mit den vorlie-
genden MeBdaten verglichen werden. Charakteri-
stischerweise kehrt das System nach einigen ge-
dimpften Schwingungen in den Gleichgewichiszu-
stand zuriuck.
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2. Experimente mit verdnderten Umweltbedin-
gungen. Es werden ,Umweltparameter’ modifi-
ziert, was ebenfalls eine Reaktion in allen Com-
partments bewirkt, die mit den Daten vergleichbar
ist. Hier ndhern sich Zellzahlen und Hormone cha-
rakteristischerweise einem neuen Gleichgewicht.

Wie die angegebenen Beispiele zeigen werden,
ist die quantitative Ubereinstimmung der Modell-
ergebnisse mit den Experimentalbefunden ¢in we-
sentliches Merkmal fiir die Qualitit eines mathe-
matischen Modells: Die Daten sollen in charakter-
stischer Weise reproduziert werden. Ein Modell ist
umso besser, je groBer die Zahl der Compartments
ist, in denen diese Reproduzierbarkeit besteht, und
seine Qualitat ist umso groBer, je mehr dulere Ein-
fliisse auf das System einwirken kdnnen, ohne dal}
zur Reproduktion der Daten Modellparameter ge-
indert werden miissen.

Andererseits ist es von besonderer Bedeutung,
dal die Modellparameter alle oder zumindest zum
grofiten Teil durch biologische Gréfien interpre-
tierbar sind. Die Anzahl der ,[freien* Parameter
— das sind solche, die nicht durch Messungen be-
stimmbar sind — muB so klein wie moglich sein.
Jeder freie Parameter ist ein zusétzlicher Fretheits-
grad, der den Wert des Modells wegen seiner gré-
[eren Spekulativitit reduziert. Das Problem der
Interpretation von Daten wird dann lediglich ver-
schoben auf das nicht weniger einfache Problem
der Interpretation von spekulativen Modellpara-
metern.

Ein Modeli soll ,,einfach™ sein. Hohe Komple-
xitdt heifit nicht hohe Qualitdt. Die Komplexitit
des Modells hat sich am biologischen Wissen (iber
den Regelkreis zu orientieren, wodurch die Anzahl
der Modellparameter von selbst in natiirlicher
Weise begrenzt wird. Ein Modell soll eine Klasse
von Experimenten simulieren, und umgekehrt muf
jedes Experiment aus dieser Klasse durch das Mo-
dell formulierbar sein, so dall eine eindeutige Ab-
bildung zwischen Modell und einer Gesamtheit
von Experimentalbefunden besteht, Dies fiihrt
dazu, dafi ein Modell anregen kann zu neuen Expe-
rimenten und — mehr noch — dab es in der Lage
ist, Vorhersagen zu machen {ber ihre Ergebnisse.

Modelibeispiele und Modellergebnisse
Stammzellen

Jeder Kliniker, der mit der Wirkung von Zytosta-
tika vertraut ist, kennt das Phidnomen der ,,Kno-
chenmarksdepression. Gelegentlich beobachtet er
auch ein Phidnomen, das unter dem Begriff
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-Stammzellkompetition®™ bekannt ist. Darunter
verstcht man, daB z.B. bei Stimulation {Inhibition)
der Erythropoese die Granulopoese mit einer ver-
minderten {oder vermehrten) Zellproduktion ant-
agonistisch mitreagiert.

Was haben ,.Knochenmarksdepression und
»Stammzellkompetition® miteinander zu tun? Der
Schliissel zu einer Antwort liegt im Verstindnis
von Kinetik und Regulation der pluripotenten hé-
mopoetischen Stammzellen (CFU-8) und ihrer di-
rekten granulopoetischen (CFU-C) und erythro-
poetischen (BFU-E, CFU-E, ERC) Abkdmmlinge
im Knochenmark. In Tierexperimenten wurden an
Miusen und Ratten hunderte von Experimenten
durchgefithrt um die Reaktion dieser Zellstufen auf
so verschiedene Eingriffe zu messen wie akute und
chronische Bestrahiung, Andmie, Hypoxie, Hyper-
transfusion, Gabe von Endotoxin, Erythropoietin
oder Zytostatika. Dabei wurden die verschieden-
sten Verdnderungen der Zellzahlen, Proliferations-
raten und Mitosezahlen beobachtet, es liegen aber
kaum Erkenntnisse {iber die Regulationsmechanis-
men vor, welche diese Verinderungen zustande-
bringen.

Mit Hilfe mathematischer Modelle ist es nun
moglich, verschiedene Hypothesen iiber dic unbe-
kannten Regulationsvorginge aufzustellen, deren
Konsequenzen zu berechnen und diese Ergebnisse
mit den entsprechenden experimentellen MeBwer-
ten zu vergleichen. Findet man Widerspriiche, so
wird die benutzte Modellhypothese verworfen.

In den letzten Jahren konnten die Hypothesen
zur Stammzellregulaton schrittweise verbessert
werden. Ausgehend von stark vereinfachten An-
nahmen wurde zunichst die Riickkopplung der
erythropoetischen (Loeffler u. Wichmann 1980)
und schlieBlich diejenige der granulopoctischen
Vorstufen bericksichtigt (Loeffler etal. 1981).
Abb. 1 zeigt ein Schema dieses Modells. S, B, E,
C sind Abkiirzungen fiir die Zellstufen der Stamm-
zellen (CFU-8) und ihrer Abkémmlinge (BFU-E,
CFU-E, CFU-C). Die Modeilhypothesen lauten:

(1) Die Proliferationsrate der Stammzellen (ab-
gekiirzt: ,,a“) wird vergroBert, wenn die Anzahl
in einer Zellstufe S, B, C oder E absinkt. Sie nimmt
ab, wenn eine Zellstufe anwichst. Sind einige Zell-
stufen erniedrigt und andere erhoht, so wird ihre

- Wirkung entsprechend miteinander ,,verrechnet®,

(2) Es ist die Eigenschaft von Stammzellen,
einerszits differenzierende Zellen zu bilden und an-
dererseits sich selbst zu erneuern. Teilt sich ecine
Staminzelle, so wird im Gleichgewicht im Mittel
eine dor beiden Tochterzellen die verlorene Mutter-
stammazelle ersetzen, wihrend die andere differen-
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zieren kann. Die Selbsterhaltungsrate (abgekiirzt:
.p') betrdgt 50%, und die Zahi der Stammzelien
bleibt unverdndert konstant. Nach einer starken
Reduktion der Stammzellzahl (z.B. nach Zytosta-
tika, Bestrahlung) bewirkt die Regulation aber,
dafl p bis auf 60% anwichst. Nun wird im Mittel
jede Mutterzelle durch mehr als eine Tochterzelle
ersetzt und die Zellzahl in S steigt. Die Modellhy-
pothese lautet, daB3 die Selbsterneurungsrate p gro-
Ber wird, wenn S kleiner wird oder wenn B, C,
E gréfer werden und umgekehrt.

(3) Die Wirkung von Erythropoietin (EPO) be-
schriankt sich auf die Induktion von zusétzlichen
Teilungen (abgekirzt: ,,ng") in E. Da hierdurch
die Zahl der Zellen in E beeinfluBt wird, und diese
wiederum Einfluf auf a und p hat, iibt Erythropoe-
tin somit einen indirekten EinfluB auf die Stamm-
zellen und ihre Kinetik aus.

Abb. 2 zeigt ein typisches Modellergebnis,
nimlich die Erholungen von S und E nach Bestrah-
lung im Vergleich mit experimentellen Daten. Im
Modell sind die Zellzahlen fiir S und E anfangs
auf 10% herabgesetzt. Durch das Zusammenspiel
der Modellhypothesen (1) und (2) wird bewirkt,
daB der Mangel an erythropoetischen Vorstufen
schneller (und uberschieBend) ausgeglichen wird
als der von Stammzellen. Weitere Rechnungen zei-
gen, daB sich S und E fiir héhere Dosen zuneh-
mend langsamer erholen und dal der Normalwert
von E méoglicherweise erst nach {iber 10 Tagen er-
reicht wird. In dieser Phase kann das System nicht
geniigend Zellen nachliefern und man kann von
einer ,,Knochenmarksdepression® sprechen. Diese
ist der Ausdruck eines kunstvollen Lavierens zwi-
schen ungenfigender Regeneration der Stammazell-
zahl (Gefahr der aplastischen Andmie) und einer
ungeniigenden Produktion lebenswichtiger Blutzel-
len (Tod durch Sepsis, Andmie). Modellanalytische
Untersuchungen zeigen, dall die Natur nicht ir-
gendeinen sondern den optimalen Losungsweg {Ur
dieses Problem gefunden hat (Loeffler, Wichmann
1980).

Weitere Anwendungsbeispiele sind in den Ar-
beiten von Loeffler, Wichmann 1980 und Wich-
mann, Loeffler 1984 dargestellt. Insgesamt sind mit
dem vorliegenden Regulationsmodell der hamo-
poetischen Stammzellen derzeit {iber 200 Zellzahl-
verlaufe in {iber 12 experimentellen Situationen in
einheitlicher Weise verstdndlich. Ferner wird es be-
reits zur Planung neuer Experimente eingesetzt. In
Zukunft soll eine Analyse pathologischer Phino-
mene erfolgen, und es sollen die himatotoxischen
Nebenerscheinungen von Zytostatika genauer an-
alysiert werden.
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Abb. 1. Mathematisches Stammzellmodell. §: pluripotente
Stammzellen; B, E: erythropoetische Progenitorzellen, C: gra-
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et al. 1981 ; Wichmann u. Loeffler 1984)
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Abb. 2. Stammzellerholung und Bestrahlung. Vergleich der ex-
perimenteilen Daten (—o—) mit den Modellkurven (—) ftir plu-
ripotente Stammzeilen (S) und erythropoetische Progenitorzel-
len (E). (Loeffler u. Wichmann 1980)

Erythropoese

{Jber den Regelkreis der Erythropoese (Abb. 3) st
erheblich mehr bekannt als {iber die Stammzelire-
gulation. Die wichtigsten Modellannahmen sind
hier (Wichmann 1976, 1983; Wulff 1983):

(1) Ein erhdhter Erythropoictinspiegel (EPO)
beeinfluBit die Erythropoese in mehrfacher Weise
~ durch Steigerung der Proliferation der erythro-

poetischen Progenitorzellen (CFU-E)

— durch zusitzliche Teilungen der Erythroblasten

~ durch Verkiirzung der Marktransitzeit

— durch vorzeitige Ausschiittung der Markretiku-
~ locyten ins Blut.

Bei verminderter Stimulation treten die umgekehr-

ten Eftekte ein.

(2) Unter Normalbedingungen werden die Ery-
throzyten altersabhingig abgebaut. Bei ,StreB-
erythrozyten‘, die unter Stimulationsbedingungen
gebildet werden, erfolgt der Abbau hingegen weit-
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Abb. 3. Mathematisches Modell der Erythropoese bet Maus
und Ratte. {dicke Pfeile: Ubergangsrate, diinne Pfeile: Regula-
tionseinflisse) {Wulff 1983; Wichmann 1983)
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gehend altersunabhingig und die Lebensdauer
kann bis auf ein Drittel verkiirzt sein.

{3) Die Erythropoietinbildung hingt exponen-
tiell vom Sauerstoffpartialdruck im Nierengewebe
(pO,t) ab. Dieser Wert wiederum berechnet sich
aus der Himoglobinkonzentration, dem arteriellen
Sauerstoffpartialdruck (pO,a) und der Lage der
Hamoglobin-Dissoziationskurve.

Die Prifung der Modellannahmen erfolgt
wiederum indirekt, indem unterschiedliche Stimu-
lations- oder Suppressionsexperimente simuliert
und die daraus folgenden Modellkurven mit den
entsprechenden Daten verglichen werden. Dies sei
am Beispiel einer Blutungsanimie erldutert
{Abb. 4). Der experimentelle Blutverlust wird
durch ein entsprechendes Absenken der Anfangs-
werte fiir die Retikulocyten- und Erythrocytenzah-
len simuliert. Dieser Blutverlust vergrofert (bei an-
ndhernd konstantem Sauerstoffbedarf des Kor-
pers) die Entsdttigung des Hamoglobins und senkt
dadurch den Gewebspartialdruck, der in etwa dem
vendsen Sauerstoffpartialdruck entspricht. Da-
durch kommt es zur Steigerung der Erythropoetin-
bildung, die im Modell den 10fachen Normalwert
erreicht (Abb. 4a). Die Blastenzahlen (b} steigen
auf das 3-fache, die prozentualen Retikulocyten-
zahlen im Blut (¢) auf das 4-fache des Normalwer-
tes an, und insgesamt fiihrt die gesteigerte Prolife-
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Abb. 4. Stimulation der Erythropoese bei Blutungsanimie. Vergleich zwischen Daten verschiedener Autoren fiir Méuse und den

Modellkurven {—) (Wulff 1983; Wichmann 1983)
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ration zur Normalisierung der Hb-Konzentration
innerhalb von 10 Tagen (d).

Betrachtet man die erythropoetischen Vorstu-
fen genauer (Abb. 4e-h), dann zeigt sich, dal die
Zahl der nichtproliferierenden Blasten (f) hoher
ansteigt, als die der proliferierenden Blasten (e).
Der Grund dafiir liegt in der Annahme einer ver-
kiirzten Transitzeit im proliferativen Blastencom-
partment, wihrend die Transitzeit der nichtprolife-
rativen Zellen als unverindert angesehen wird. Die
Retikuiozyten des Knochenmarks werden durch
die Stimulation teilweise ins Blut ausgeschuttet.
Dadurch nimmt ihre Zahl initial ab (g) und wichst
erst spiter durch den stirkeren Zustrom aus dem
Blastencompartment auf erhohte Werte an, wih-
rend die Retikulozytenzahl im Blut (h) sofort an-
steigt.

Wie die Abbildung zeigt, reproduziert das Mo-
dell die Charakteristika der experimentellen Daten,
weist aber auch kleinere Diskrepanzen im zeit-
lichen Erholungsverhalten auf. Die weitere Pri-
fung der Regulationsannahmen erfolgt durch Si-
mulation anderer experimenteller Situationen. Au-
Ber fiir die Blutungsanidmie wurden Modellrech-
nungen fiir Verdlinnungsandmie, Phenylhydrazi-
nanamie, Erythropoietingabe, Hypertransfusion,
Dehydratation, Hypoxie, Posthypoxie und Hyper-
oxie durchgefiihrt (Wichmann 1983; Wulff 1983).
Insgesamt zeigt sich, daB die obigen Modellannah-
men zum Verstindnis der wichtigsten Effekie aus-
reichen (mit Ausnahme starker Hypoxie, fir wel-
che Zusatzannahmen erforderlich sind).

Mit Medelirechnungen ist es nicht nur mdglich,
die physiologische Reaktion der Erythropoese auf
Bedarfssituationen quantitativ zu verstechen. Wie
mit einem Modell der Erythropoese des Menschen
gezeigt werden konnte, ist dies auch in zahlreichen
pathologischen Situationen, wic bei aplastischer
Animie, pernizidser Andmie, Sichelzellanimie und
anderen himolytischen Andmien moglich (Wich-
mann 1976; Wichmann et al. 1976).

Thrombopoese

Abbildung § zeigt das Schema eines Regulations-
modells der Thrombopoese (Wichmann et al.
1979). Die wesentlichen Annahmen sind drei Wir-
kungen des Riickkopplungshormons Thrombo-
poetin:

(1) Stimulation der thrombopoetischen Stamm-
zellproliferation.

(2) Festlegung der Zahl von Endomitosen bei
den Megakaryozyten. _

(3) Regulation der Marktransitzeit.

Bei verinderten Stimulationsbedingungen
fithrt der erste EinfluB zu einer langsamen Reak-
tion der Megakaryozytenzahl und der zweite zu

939

2
Megakaryocyte mass
1] a 3]
Stem cells Megakaryocyte Platelets [—P
number
¥

3 4

Megakaryocyte Thromboposin ——
volume

Abb, 5, Mathematisches Model! der Thrombopoese bei Ratten
(dicke Pfeile: Ubergangsraten, diinne Pfeile: Regulationsein-
fliisse) {Wichmann et al. 1979)
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Abb. 6. Suppression der Thrombopoese durech Hypertransfu-
sion. Vergleich experimenteller Plitichenzahlen (o) und Mega-
karyozytenvolumina (¥, v) mit den Modellkurven (—) {Wich-
mann et al. 1979)

einer schnellen Reaktion des Megakaryozytenvolu-
mens, wihrend die Verinderung der Transitzeit
von untergeordneter Bedeutung ist.

Die Reaktion des Regelkreises aul eine Sup-
pression ist in Abb. 6 firr das Megakaryozytenvo-
lumen und die Thrombozytenzahl dargestelit.
Durch Plittchentransfusion entfilit der normale
Stimulus, die Proliferation sinkt und die Mega-
karyozyten werden kleiner. Dadurch, vor allem
aber durch das Absterben der transfundierten Zel-
len, fallt die Thrombozytenzahl rapide ab. Erst
beim Erreichen und Unterschreiten des Normal-
wertes steigt die Megakaryozytenbildung wieder
an.

Neben Experimenten zur Suppression wurden
zahlreiche Versuche zur einmaligen oder dauerhaf-
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ten Stimulation der Thrombopoese der Ratte an-
alysiert (Wichmann et al. 1979). Dadurch war es
moglich, genauere Informationen zur Dosis-Wir-
kungs-Abhingigkeit der Knochenmarkproiifera-
tion vom Thrombopoetin sowie Abschitzungen
fiir die biologische Halbwertzeit dieses Hormons
zu gewinnen. Bei der Ubertragung des Modells auf
den Menschen spielt die zusétzliche Beriicksichti-
gung des Milzspeichers eine wichtige Rolle (Wich-
mann, Gerhardts 1981). Der Milzspeicher enthilt
beim Menschen physiologischerweise ein Drittel al-
ler Thrombozyten, kann aber (z.B. bei Splenome-
galie) erheblich groBer werden. Ferner speichert
die Milz bevorzugt die jungen Blutplattchen, die
als Megathrombozyten gemessen werden konnen.
Die vorldufigen Modellrechnungen zeigen, . dal}
wahrscheinlich die Gesamtzahl der Thrombozyten
in der Milz und im Blut fiir die Regulation der
Thrombopoese verantwortlich ist.

Neben physiologischen Stimulationsuntersu-
chungen nach Plasmaaustausch (Linker etal.
1981) lassen sich zahlreiche pathologische Situatio-
nen genauer analysieren. Hierzu zdhlen cine Ver-
kiirzung der Thrombozytenlebensdauer, eine zu-
sdtzliche Stimulation durch Operationstrauma
oder Plattchenverbrauch, sowie Splenomegalie und
Splenektomie. Diese Unterschungen fithren nicht
nur zu einem besseren Verstdndnis der Regula-
tionsvorginge sondern, ermoglichen auch das Er-
stetlen von Nomogrammen, welche eine genauere
Abschitzung der Knochenmarkproliferation aus
Messungen im Blut erlauben {(in Vorbereitung).

Granulopoese

Auch hierzu gibt es mehrere erfolgversprechende
Modellansidtze (z.B. Rubinow u. Lebowitz 19735,
Steinbach et al. 1980), auf die hier aber nicht im
einzelnen eingegangen werden kann.

Insgesamt zeigen die obigen Beispiele, die nur
eine kleine Auswahl darstellen {vgl. Ubersichtsar-
beiten von Hirschfeld 1970; Monot et al, 1975 und
Wichmann 1983), daB mathematische Modelle n
der Himatologie sich fiir eine kompakte Zusam-
menstellung der relevanten Regeleinfliisse eignen.
Sie erlauben es, Hypothesen zu bisher unverstande-
nen Phianomenen prézise zu formulieren und deren
Konsequenzen zu berechnen. Dadurch kénnen fal-
sche Hypothesen verworfen werden und potentiell
richtige Hypothesen erkannt werden. Ferner kdn-
nen die Modelle Prognosen liefern und daher zur
Planung neuer Experimente und zur Optimierung
von Versuchsplinen eingesetzt werden. Ihnen
kommt somit e¢ine wichtige Rolle beim Ordnen des
medizinischen Wissens und beim Erarbeiten neuer
Fragestellungen zu. Diese Aufgabe kann aber nur

H.E. Wichmann et al.: Modelle in der Himatologie

in enger Kooperation zwischen ,Modellbauern’,
Biologen und Klinikern gelost werden.
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