
Schätzen 
in drei statistischen Paradigmata

Dr. Dirk Hasenclever

IMISE, Leipzig

Dirk.Hasenclever@IMISE.uni-Leipzig.de



Universität Leipzig Dr. Hasenclever, IMISE 2

Empirische und theoretische 
Verteilungsfunktion I
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.x,..., xngRealisieru einer zu

 sgfunktion Verteilunempirische die 
x}x|{k#

:(x)F̂ Bezeichne

x)pr(X:F(x)     gsfunktion Verteilunhertheoretisc mit

 iablenZufallsvar verteilte identisch ,unabhängig X,...,X  Seien

NNN

N

k

N

N1

k

N

N1

==∆

−=
≥

=

<
=

<=

+∞<<∞− x

N

N



Universität Leipzig Dr. Hasenclever, IMISE 3

Empirische und theoretische 
Verteilungsfunktion II
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lässt sich F(x) bei hinreichenden Resourcen (n groß) 

beliebig genau mit vorgegebener Sicherheit bestimmen. 
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Empirische und theoretische 
Verteilungsfunktion III

Grunde.) zu stypsVerteilung

 eines  Vorliegenauf Test Smirnov-fKolmogorof dem  liegt K(y) :(NB.

 Nn alle für 
n

y
 dass so, N bestimme )2(

-1K(y) mit y suche -1 zu (1)

 :loperationa auch Hauptsatz Damit

.tabelliert ist und ] 1 ; [0 K(y) Funktion Die

0 y falls  0

0 yfalls  )yexp(-2k(-1)K(y)
][lim

:gilt Genauer

:fKolmogorof von Satz

00

-k

22k

≥≤

=

∈







≤

>=
=<∆ ∑

∞+

∞=∞→

ε

δδ

ynpr
nn



Universität Leipzig Dr. Hasenclever, IMISE 5

Illustration zum Hauptsatz der Statistik
Ziehe aus sehr großem Datensatz

Leukozyten im Blut [G/l]
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Schätzung einer Verteilung –
Effekt der Fallzahl

9 Stichproben mit 10 Patienten

Leukozyten im Blut [G/l]
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Schätzung einer Verteilung –
Effekt der Fallzahl

9 Stichproben mit 20 Patienten

Leukozyten im Blut [G/l]
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Schätzung einer Verteilung –
Effekt der Fallzahl

9 Stichproben von 50 Patienten

Leukozyten im Blut [G/l]
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Schätzung einer Verteilung –
Effekt der Fallzahl

9 Stichproben mit 100 Patienten

Leukozyten im Blut [G/l]
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Schätzung einer Verteilung –
Effekt der Fallzahl

9 Stichproben mit 400 Patienten

Leukozyten im Blut [G/l]
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Schätzung einer Verteilung –
Effekt der Fallzahl

Schätzung mit N=4725 Patienten

Leukozyten im Blut [G/l]
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ist ziemlich
langsam…
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Schätzfunktionen (Schätzer, estimators)
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Erwartungstreue Schätzer
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Erwartungstreue Schätzer II
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Vergleich von Schätzfunktionen

[ ] ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ]

ist. treuerwartungs chasymptotis einmal nicht Fehler henquadratisc mittleren

 geringsten dem mit Schätzer der denen in Fälle, gibt Es :CAVE

 Varianz.kleinsten der mit diejenige 0))ˆBias( (d.h.

 tionenSchätzfunk treuenerwartungs den unter man sucht ellKonvention

:Kriterien

euungZufallsstr g Verzerrunchesystematis

)ˆvar()ˆ(                   

ˆˆˆ                   

ˆˆˆ)ˆ(

:)error square meanMSE(

2

2
2

2
2

=

+

+=

=−+−=

=−+−=−

=

n

nn

nnn

nnnn

θ

θθBias

θ )θE( E )θE( θE

θ )θE(  ) θE( θE θθE

her FehlerquadratiscMittlerer 



Universität Leipzig Dr. Hasenclever, IMISE 16

Konstruktion von Schätzfunktionen
Momentenmethode
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Konstruktion von Schätzfunktionen
Momentenmethode Beispiel
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Konstruktion von Schätzfunktionen
Maximum Likelihood Methode
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Konstruktion von Schätzfunktionen
Maximum Likelihood Methode

 werden.geschätzt ˆ  Stelle der an funktionLikelihood der  Ableitungzweiten derMatrix  durch kann

)  Stelle der an funktion Likelihood der en Ableitungzweiten derMatrix  E(   ist Dabei

  ))(,(~ˆ                                   

läßt. schätzen

funktionLikelihood der g Abbleitunzweiten der aus sich die atrix,Kovarianzm- Varianzeiner mit

 eilt,normalvert ate)(multivari ivapproximat ˆ  ist n,Stichprobe große für d.h. sch, Asymptoti(2)

treu.erwartungs chasymptotis und konsistent ist ˆ )1(

  :SATZ

:gilt tsannahmenRegularitä schwachen Unter

 iable.Zufallsvar eine damit und

 nfunktionStichprobe - ebestimmbar numerisch nur oft - eine ist

))(likelihood max(arg:ˆ     Schätzer Likelihood Maximum Der

1

ML

ML

ML

ML

ML

I 

I

IN

θ

θ

θθθ

θ

θ

θθ

=

=

−



Universität Leipzig Dr. Hasenclever, IMISE 20

Konstruktion von Schätzern
in anderen Paradigmen

�Likelihoodians verwenden natürlich ebenfalls

den Maximum Likelihood Schätzer.

�Bayesianer verwenden

<Erwartungswert der Posterior-Verteilung

–oder

<Maximum Posterior Density estimate
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Frequentistische Konfidenzintervalle I

�Gegeben:

<Modellfamilie mit interessierendem Parameter 2

<Stichprobe (Daten) x

<Schätzer 2^(x) für 2 aus der Stichprobe

�Problemstellung:

<2^(x) ist eine Zufallsvariable

<Beurteile die Genauigkeit der Schätzung

<Ideal wäre | 2^(x) - 2|, aber 2 ist unbekannt..



Universität Leipzig Dr. Hasenclever, IMISE 22

Frequentistische Konfidenzintervalle II

�Ansatz:

<Statt Genauigkeit der konkreten Schätzung 2^(x) 

beschreibe die Genauigkeit des Schätzverfahrens 2^(  ) 

bei wiederholter Anwendung. 

�Vorgehen: Berechne (als Stichprobenfunktion) ein zufälliges 
Intervall CI^(x) mit folgenden Eigenschaften:

<2^(x) in CI^(x) per constructionem und

<Überdeckungswahrscheinlichkeit Pr(2222 in CI^(X) )$$$$1-""""
für virtuelle Wiederholungen des Versuchs X und alle 
relevanten 2‘.
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Bedeutung: 95%- Konfidenzintervall

�Bei wiederholter unabhängiger Anwendung 
des Konstruktionsverfahrens enthält das 
(zufällige) Konfidenzintervall in 95% aller 
Fälle den „wahren“ Wert.

�Im konkret gegebenen Fall liegt jeweils der 
wahre Wert 

im Intervall oder auch nicht !?!

�Wahrscheinlichkeitsaussagen darüber, ob der 
wahre Wert in einem gegebenen Intervall liegt, 
können nur Bayesianer formulieren...
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Lipid-Screening

Std.abw.=15,33
Mittelwert=55,3
N=5529,00

mg/dL
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Konfidenzintervall: Überdeckungswahrscheinlichkeit 
bei wiederholten Versuchen
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Dualität: Signifikanztests – Konfidenzintervalle I
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Dualität: Signifikanztests – Konfidenzintervalle II

ztests.Signifikan   Niveau von Familie eine

CI(x)  falls  0

CI(x)  falls  1
)(x)(

 definiert Dann

-1  ) CI(x)pr(                             d.h.

engen,Konfidenzm -1 von Bestimmung zur  Verfahrenein CI Sei (2)

α

θ

θ
θ

αθ

α





∈

∉
=Ψ

=∈



Universität Leipzig Dr. Hasenclever, IMISE 28

Likelihood Präzisionsintervalle I

�Gegeben:

<Modellfamilie mit interessierendem Parameter 2

<Stichprobe (Daten) x

�Problemstellung:

<Maximum Likelihood Schätzer 2^ML

<Beschreibe eine Menge von Werten 2,  die 

immer noch plausible sind gegeben die Daten,

d.h. gegen welche die Daten keine starke 

Evidenz darstellen.
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Likelihood Präzisionsintervalle II

�Normierte Likelihoodfunktion:

<R(2|x) = L(2|x) / L(2 ^ML|x)  #1

�Präzisionsintervall (Menge = plausibler Modelle)

<PI(x)={2| R(2|x) $r}

<Z.B. r=1/8,  1/32, ..
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Normierte Likelihoodfunktion
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Bayesianische Credible intervalls I

�Gegeben:

<Modellfamilie mit interessierendem Parameter 2

<Stichprobe (Daten) x

�Problemstellung:

<Bestimme Intervall (Menge) in dem mit 

vorgegebener (Bayes‘scher) Wahrscheinlichkeit 
1-" der wahre Parameter 2 liegt.
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Bayesianische Credible intervalls II
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