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Maximum Likelthood Methode zur
Herleitung von Schatzverfahren |

Seien X,,..X,, eine mathematische Stichprobe unabhangige und identisch verteilter
diskreter Zufallsvariable mit einer gemeinsamen Verteilung F, (x,6, ),

welche in der parametrischen Familie von Verteilungsfunktionen F, (x,8) mit 8 € Q
und Wahrscheinlichleitsfunktion pr, (X = x,6) liegt.

Far eine konkrete (realisierte) Stichprobe x,,..x,,
ist die Likelihoodfunktion

L(O] x,,..X, ) Hpr (X =x,,0)

eine zufallige (da von der Stlchprobe abhangig) Funktion von 6.
Ihr Wert ist diel Wahrscheinlichkeit der Daten gegeben den Parameter 6.




Maximum Likelthood Methode zur
Herleitung von Schatzverfahren Il

Der - gegeben die beobachteten Daten - plausibelste Wert von &
st 6,, =argmax, (L(6| x,,...,xy))

d.h. derjenige Wert 6,, , der die Wahrscheinlichkeit der Beobachtung
L(B]x,,...,xy) maximiert
also die Daten "am wahrscheinlichsten” erscheinen lasst.

Zur Bestimmung des Maximums der Funktion L(0] x,,...,X, ) kann man
die ublichen Methoden der Analysis bzw. der numerischen Mathematik

einsetzen.

Das Verfahren, aus einer Stichprobe 6,, zuberechnen, heil3t

Maximum Likelihood Schatzverfahren.




Beispiel: Maximum Likelihood Schatzer flr
Wahrscheinlichkelt in einem Binomialen Versuch

Binomialer Versuch : k Erfolge aus N :

N
L(p)= ( kJ p*(1-p)" ™

Leichter ist es mit dem Logarithmus der Likelihood zu arbeiten :

N
I(p)=In(L(p))= In([kj)+ k-Inp+(N—-k)-In(1-p)

ck-Inp+(N—-k)-In(1-p) [nur Terme mit p relevant]
Setze erste Ableitung Null:

———— =0 &

dp p 1-p

k—kp=Np-kp <
Kk
PN

Der Haufigkeitsschatzer ist auch der Maximum Likelihood Schatzer!



Maximum Likelthood Methode zur
Herleitung von Schatzverfahren lll

Far stetige Zufallsvariable ist pr, (X =x)=0 flr alle x des Tragers von X.

Um eine Likelihoodfunktion auch fur stetige Zufallsvariable zu definieren,
betrachten wir stattdessen die Wahrscheinlichkeit,
das X in ein Intervall der Breite Ax um x fallt:

pr,( X e[ x—Ax/2 ; x+Ax/2])=f,(x)-Ax

Da Ax" nicht vom Parameter & abhéangt, kdnnen wir analog zum diskreten Fall
definieren:

Fur eine konkrete (realisierte) Stichprobe x,,..x,, einer stetigen Variable

ist die Likelihoodfunktion

L(O]| x,,..x,) = ﬁfx(x,,e)




ML-Schatzer fur die
Parameter der Normalverteilung

(x —u)
N) Hmexp( 9. O' )

L(u,0° | %, x

Loglikelihood:
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Allgemeiner Satz Uber
Maximum Likelthood Schatzer

Maximum Likelihood Schatzer (MLE) sind i.A. asymptotisch multivariat normalverteilt:

B~ Normal[8,17(B)]

I(B)=E(J(F)) mit J(F)=—( 521('3)),,/ (I ist die Loglikelihood)

op.op,
() kann man schatzen durch:
2
I(B)~1,, = _(8 (A ))ij 5 (beobachtete Informationsmatrix)
op.op;

Dieser Satz gilt nur unter gewissen Regularitatsbedingungen, die meistens erfullt sind.
Vorsicht, wenn der Trager der Verteilungsfamilie von deren Parametern abhangt!
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Heuristik dazu

Taylor-Entwicklung im Maximum f3:
Loglikelihood(p3) =

Matrix_zweite_Ableitungen() *(B*- B)?
in kleiner Umgebung)

Je gekrummter die Loglikelihood desto
genauer ist B” durch die Daten bestimmt.

Also Standardfehler? ~
1/ Matrix_zweite Ableitungen(j3)



Parametrische Modelle fur
Uberlebenskurven

Parametrische Modelle mit wenigen Parametern

wie z.B. eine Weibull-Verteilung kann man an Uberlebensdaten
durch Maximum Likelihood Schatzung der Parameter
anpassen.

Dazu muss man zensierte Daten geeignet in der
Likelihood Funktion berucksichtigen.
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Likelihoodfunktion fur zensierte Daten |

1 Ereignis beobachtet
0 Beobachtung zensiert

I

Daten: (t,5;) i=1,...,n ) :{

IDEE :Modelliere den Zensurprozess mit

durch eine bivariate, teilweise latente Verteilung:
(T,C) ~Dichte h(t,c)dtdc (zweidimensional)

T :="wahrer', eventuell unbeobachtbarer Ereigniszeitpunkt

C :='wahrer’, eventuell unbeobachtbarer Zensurzeitpunkt

Also: o, =

/

1 t <c, (c,unbeobachtet)
0 t >c, (t unbeobachtet)

Fur die Likelihood zu bestimmen sind:
prDichte (t,0) und prDichte (t,1)



Vertellung von Beobachtungszeiten

Verteilung Beobachtungszeiten
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Qualitat des Follow-ups . - . : ' O
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Likelihoodfunktion fur zensierte Daten |I

prDichte(t,0) = prDichte(C =t AT > C) =

%[pr(C StAT>C)]dt = %:ﬁh(ag)drd(} dt =

Annahme : nicht - informative Zensur
h(z,¢)dzdd =f(7)-g({)d7dg
S(t):= [f(z)

Invers kummulierte Verteilungsfunktion

dree. T
&1t arard | ot = T s g e | at

= S(t): g(t)dt

Analog (vertauschte Rollen von T und C):
prDichte(t1) = f(t) - G(t) dt,

wobei G(t) = Tg(f) d¢ =Inverse Verteilungsfunktion der Beobachtungszeiten



Likelihoodfunktion fur zensierte Daten Il

Likelihoodfunktion Uberlebenszeiten mit zensierten Daten :

L = HprDICh’[e t 5 H[f (t/ )]5" [Q(t,) S(t, )]1—6,-

Ereignisse Zensierungen

o« [[Fe )1 [se)]

(konditionell auf Verteilung der Beobachtungszeiten,
die keine Information Uber Verteilung der Ereigniszeiten enthalt.
[blol3er konstanter Faktor])



Likelihoodfunktion fur zensierte Daten IV

Parametrische Schatzer erhalt man durch Maximieren der Likelihoodfunktion
Uber eine geeignete Familie von invers kummulierten Verteilungsfunktionen S,

0 = argmax(L(0)):

a) zweiparametrige Weibull - Verteilung:  Schatze 4, &

b) Familie " Stetige Funktionen mit n Sprungstellen”

= Kaplan Meier Schatzer ist 2n-parametriger Maximum Likelihood Schatzer.
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