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Maximum Likelihood Methode zur 
Herleitung von Schätzverfahren I 

1Seien ,..  eine mathematische Stichprobe unabhängige und identisch verteilter 
diskreter Zufallsvariable mit einer gemeinsamen Verteilung ( , ),
welche in der parametrischen Familie von Verteilung

N

X X

X X
F x 

1

1

sfunktionen ( , )  mit  
und Wahrscheinlichleitsfunktion  pr ( , ) liegt. 
 
Für eine konkrete (realisierte) Stichprobe ,..
ist die Likelihoodfunktion

                                ( | ,..

X

X

N

N

F x
X x

x x

L x x

 








1
) : ( , )

eine zufällige (da von der Stichprobe abhängig) Funktion von .
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Maximum Likelihood Methode zur 
Herleitung von Schätzverfahren II
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Beispiel: Maximum Likelihood Schätzer für 
Wahrscheinlichkeit in einem Binomialen Versuch

Schätzer! Likelihood Maximum der auch ist sschätzerHäufigkeit Der
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Maximum Likelihood Methode zur 
Herleitung von Schätzverfahren III 

Für stetige Zufallsvariable ist   ( ) 0   für alle x des Trägers von X.

Um eine Likelihoodfunktion auch für stetige Zufallsvariable zu definieren, 
betrachten wir stattdessen die Wahrscheinlichkeit

Xpr X x 

, 
das X in ein Intervall der Breite  um x fällt:

                               ( [ / 2  ;  / 2 ]) ( )

Da   nicht vom Parameter   abhängt, können wir analog zum diskreten Fall 
defin
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ML-Schätzer für die
Parameter der Normalverteilung
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Allgemeiner Satz über 
Maximum Likelihood Schätzer

1

2

,

Maximum Likelihood Schätzer (MLE) sind i.A. asymptotisch multivariat normalverteilt:
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ätsbedingungen, die meistens erfüllt sind.
Vorsicht, wenn der Träger der Verteilungsfamilie von deren Parametern abhängt!
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Heuristik dazu

Taylor-Entwicklung im Maximum : 
Loglikelihood() 
Matrix_zweite_Ableitungen() *(^- )2 

(in kleiner Umgebung)
Je gekrümmter die Loglikelihood desto 
genauer ist ^ durch die Daten bestimmt.
Also Standardfehler2 ~ 

1/ Matrix_zweite_Ableitungen()
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Parametrische Modelle für 
Überlebenskurven

Parametrische Modelle mit wenigen Parametern 
wie z.B. eine Weibull-Verteilung kann man an Überlebensdaten 
durch Maximum Likelihood Schätzung der Parameter 
anpassen.

Dazu muss man zensierte Daten geeignet in der 
Likelihood Funktion berücksichtigen.
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Bsp.: Parametrische Analyse 
von Überlebenskurven

Kaplan-Meier=
Product-Limit-Estimater

Weibull-Modell
(zwei Parameter)
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Likelihoodfunktion für zensierte Daten I
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Verteilung von Beobachtungszeiten

Beobachtungszeiten
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Studie mit 4 Jahren gleichmäßiger 
Rekrutierung und individuell 
auf 5 Jahre beschränkter 
Nachbeobachtung und perfekter
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Mediane Beobachtungszeit
Hier ablesen!
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Distribution of observation times

by year of transplant 1986-96
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Likelihoodfunktion für zensierte Daten II

Das Bild kann zurzeit nicht angezeigt werden.

 

gszeitenBeobachtun der gsfunktion VerteilunInverse d )g(:G(t)  wobei

   , 1
:C) und T von Rollen te(vertausch Analog

gsfunktion Verteilunekummuliert Invers

dτ )(:S(t)        )(*)(*)(

d)dg()f(d)d,h(
Zensur einformativ-nicht :Annahme

     ),(

C)TtprDichte(C,0)prDichte(t

c

t
00

0





























 

 















G(t) dtf(t)),prDichte(t

dtg(t)S(t)

f dtdζgS(t)
dt
d dtdζdτgf

dt
d

 dtdζdτh
dt
d  dt C)Ttpr(C

dt
d

tt

t

t

t



Dr. Dirk Hasenclever, IMISE, Universität Leipzig

Likelihoodfunktion für zensierte Daten III
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Likelihoodfunktion für zensierte Daten IV

Schätzer. Likelihood Maximum erparametrig-2n  ist Schätzer Meier Kaplan 
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