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RT Cox theorem

Theorem:

• There exists a (~unique) strictly increasing 
function pr such that for all propositions A,B 
and information X:

0 ≤ Pr(A|X) ≤ 1 

Pr(A|X) = 0   iff A known false given X

Pr(A|X) = 1 iff A known true given X

pr(A & B | X) = p(B | A,X) * pr(A|X)

pr(¬A | X) = 1- pr( A | X)
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Produktregel
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, pr(B) > 0, Definition für Frequentisten

pr(A|B) pr(B|A)  im Allgemeinen



Totale Wahrscheinlichkeit
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Sei von A1, …, Ak genau ein Ai wahr, d.h.

a) paarweise exklusiv:  (Ai & Aj) =F  (alle i≠j) 
b) exhaustiv:  (A1 | A2 |…| Ak) =T

Dann gilt für alle B



Unabhängigkeit
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A und B sind unabhängig, wenn

pr( A & B ) = pr( A ) pr( B )

oder äquivalent (via Produktregel)

pr( A | B ) = pr( A )
pr( B | A ) = pr( B )

Unabhängigkeitsannahmen reduzieren Komplexität und 
vereinfachen Rechnungen enorm.
Information über A enthält keine Information über B und 
umgekehrt.



Zum Beispiel: Biden versus Trump
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Vier Propositionen

B – Wähler wählt Biden
T – Wähler wählt Trump

U – Wähler wählt vor Ort in der Urne
A – Wähler wählt als Absentee durch Briefwahl oder vorab.

B und T   sowie U und A sind paarweise exklusiv:

pr( T ) = 1 – pr( B ) ;   pr( U ) = 1 – pr( A ) 



Zum Beispiel: Biden versus Trump II
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pr( B ) = pr( B | U ) pr( U )  + pr( B | A ) pr (A)

Die Urnen werden zuerst ausgezählt und erst danach die 
Briefwahl. 

Wenn nun B und U unabhängig wären:   
pr( B | U ) = pr ( B ) = pr( B | A )

und sollten die Zwischenergebnisse sich nicht relevant 
ändern. 

Da aber pr( B | A ) >> pr( B | U ) 
steigen die Zwischenergebnis mit fortschreitender 
Auszählung der Briefwahl deutlich an.
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Hotline

 Eine Firma beschäftigt drei Mitarbeiter, die telefonische Anfragen 
von Kunden beantworten sollen. 

• Herr Alleskönner kann 95% aller Frage zur Zufriedenheit der 
Kunden beantworten, 

• Frau Besserwisser 90% und 

• Herr Chancenlos noch gerade 70%. 

 Alle drei Mitarbeiter beantworten gleich viele Telefonate. 

 Formalisieren:

• pr( Z | A ) = 0.95; pr( Z | B ) = 0.90; pr( Z | C ) = 0.70

• pr( A ) = pr ( B ) = pr ( C ) = 1/3 
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Anwendungen

W. dass ein Kunde mit der Antwort, die er 
erhält, nicht zufrieden ist.

pr( ¬Z ) = 1 – pr( Z )

pr( Z ) = pr( Z | A ) pr ( A ) + 

pr ( Z | B ) pr( B ) + 

pr ( Z | C ) pr( C ) = 

(0.95 + 0.90 + 0.7) / 3 = 0.85
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Anwendungen

W. dass ein unzufriedener Kunde an Frau 
Besserwisser geraten ist

pr( B | ¬Z ) = pr(¬Z | B ) pr( B ) / pr(¬Z )

= 0.1 0.15 ≈ 0.222
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Covid or HIV Tests
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Patienten haben die Krankheit oder nicht D | ¬D
Test ist positiv oder negativ  T+ | T-

Eigenschaften des Testverfahrens: 
Sensitivität:  pr( T+ | D   ) = 99.7%
Spezifizität:  pr( T- | ¬D ) = 97.0%

Aber im Einzelfall interessiert: 

Positiv Prädiktiver Wert: PPV = pr( D | T+ )
Negative Prädiktiver Wert: NPV = pr(¬ D | T- )



Covid or HIV Tests
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pr( D | T+) = pr( T+ | D ) pr( D ) / pr( T+)

=  pr( T+ | D ) pr( D ) / 
( pr( T+ | D ) pr( D ) + pr( T+ | ¬ D ) pr(¬ D ) )

=  pr( T+ | D ) pr( D ) / 
( pr( T+ | D ) pr( D )  + (1-pr( T- | ¬ D )) pr(¬ D ) )

= Sensitivität Prävalenz/ 
( Sensitivität Prävalenz + (1 - Spezifizität) (1-Prävalenz) )
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Prävalenzabhängigkeit der Testaussage

HIV-Test (Elisa)

– Sensitivität: 99.7 %  (Anteil Testpositiver von den Infizierten)

– Spezifität: 97.0 %  (Anteil der Testnegativen von den Nicht-
infizierten)

Prävalenz (Normalbevölkerung) : 0.05%

20 00019 390610

19 99019 390600D -

10010D +

T -T +

Prävalenz (in einem diagnostische Labor): 1.5%

20 00019 110890

19 70019 109591D -

3001299D +

T -T +

pos. Vorhersagewert: 

P(D+ |T+) = 10 / 610 = 0.016 = 1.6%

pos. Vorhersagewert:

P(D+ |T+) = 299 / 890 = 0.34 = 34%
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Ziegenproblem

 In einer Quizshow stehen Sie vor drei 
identischen Garagentüren.

Hinter einer der dreien steht ein roter Ferrari
für Sie, wenn Sie die richtige Tür öffnen.

Sie stellen sich vor vorläufig vor die Tür1. 
Der Moderator öffnet daraufhin die Tür3: 

Ätsch eine Ziege!
Und bietet Ihnen an, sich eventuell 
umzuentscheiden !?!

Was tun Sie und warum?



Ziegenproblem
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Prior: Wissensstand bevor der Moderator eine andere Tür öffnen. 

pr(A1) = pr (A2) = pr (A3) = 1/3
pr(M3) = ½  ( eine Tür von den beiden anderen Türen,

Gegeben, dass wir die zuerst gewählte Tür Tür1 nennen.)

Posterior: Wissensstand nachdem der Moderator M3 geöffnet hat 
(angenommen der Moderator weiß, wo das Auto steht ist M3 informativ.)

pr(A1 | M3) = pr( M3 | A1) pr(A1) / pr(M3) = 0.5 * 1/3 / 0.5 = 1/3

pr(A2 | M3) = pr( M3 | A2) pr(A2) / pr(M3) = 1 * 1/3 / 0.5 = 2/3

pr(A3 | M3) = pr( M3 | A3) pr(A3) / pr(M3) = 0 * 1/3 / 0.5 = 0
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Breaking News



Therapiewahl zufällig und damit 
unabhängig von allen anderen Einflüssen 

Therapie A/B Outcome

Einflussgröße

Randomisation:



Bias nach der Therapieentscheidung

Therapie A/B Outcome

Einflussgrößen
Bei Studieneinschluss

Randomisation

Beobachteter 
Outcome



Endpoint
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Was heißt >90% wirksam??



Endpoint – Was heißt >90% wirksam??
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IRR = Incidence Rate Ratio ;  

Incidence Rate = #events / person time at risk



Wie stark ist die Evidenz?
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I
Genaue Zahlen sind noch nicht bekannt, aber ein mögliches Szenario ist: 

Von 94 COVID Fällen hatten bei Entblindung durch das DSMC 
• 8 den Impfstoff und 
• 86 das Placebo

IRR ≈ 100 * (1- 8/86) = 90.7%  (bei Annahme von gleicher person time at risk)


