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Eigenschaften der Normalverteilung

Sein X und Y unabhangig und normalverteilt mit
X ~N(u,,0,°)und Y ~N(u,,0,°). Sei a,beR: .

Reproduktivitat der Normalverteilung:

a) (X£Y)~N(uy tu,0,+0,%)
b) a+b-X~N(@+b-u,,b>-c,2)

c) (X_ﬂx)~N(O,1) (Standardisierung)

O x



Zentraler Grenzwertsatz |

Sei X eine reele Zufallsvariable mit E(X)<co und var(X)<co.
Nach dem Gesetz der grolden Zahlen ist der arithmetische Mittelwert

X, eine erwartungstreue konsistente Schatzfunktion fur E(X).

X, ist selbst wieder eine reele Zufallsvariable.

Frage: Wie sieht die Verteilung von X,, aus?




Zentraler Grenzwertsatz i

SATZ:

Sei X eine reele Zufallsvariable mit E(X) <o und var(X) < o.

X, —E(X)

\/var(X%/

Sei Z, =

Sei ®(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung N(0,1).
Es gilt: AIlim pr(Z, <z)= AIlim F, (z)=®(z)

furalle zin denen F, stetig ist.

die Standardisierung von X,

Fur grol3e N gilt also approximativ:

X, ~ N(E(X),

var(X)

J
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Mischungsverteilungen

Seien X und Y reele Zufallsvariablen mit Dichten f,, und f,

und endlichen Erwartungswerten und Varianzen.
Sei Q ~ Bernoulli(q).

X falls Q = 1}

Definiere XQ Y =
) Y falls Q=0

Notiz:

a) v (2)=q-£,(2)+(1-9) £, (2)

b) E(XY)=q-E(X)+(1-q)-E(Y)

C) var(X<Q>Y)=q var(X)+(1-q)-var(Y)+q-(1-q)-(E(X)-E(Y))



Mischungsverteilungen Varianz

Var (XqY ) = E ((XQY)?) — E(XQY)* =
qE(X*)+(1-q) E(Y?) -(qE(X)+(1-q) E(Y))* =
q var(X) + q E(X)? + (1-q) var(Y) + (1-q) q E(Y)

- g% E(X)? - (1-9)? E(Y)? - 2q(1-q)E(X)E(Y) =
g var(X) + (1-q) var(Y) +

(9-9%) E(X)* + ((1-9) — (1-9)%) E(Y)? - 29(1-q)E(X)E(Y)
q var(X) + (1-q) var(Y) + q(1-q) ( E(X)-E(Y) )?

Nutze: E(Z?) = var(Z) + E(Z)?
q(1-q) = (9-9°) = (1-q) — (1-9)



Ein krasses Beispiel

Mixture distribution

Density
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N(0,1)<0.2>N(15,16)

30

M<-g*my1+(1-q)*"my2 =12

SD<-sqrt(q*sig172+(1-q)*sig2”2
+q7(1-q)*(my1-my2)*2
=7

Nun simulieren wir
die Verteilung des
arithmetischen Mittels
dieser
Mischungsverteilung:

R-Skript siehe Vorlesungsseite
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pnorm (x)

pnorm (x)
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Normalverteilungs-Approximation
fur die Binomialverteilung

Seien X,,...,X,, unabhangig und identisch verteilt ~ Bernoulli(p).

Fur N genugend grol} ist der Haufigkeitsschatzer
- 1 0.5 p-(1- p)j
Xy=—)> X ~N|p+

approximativ normalverteilt.

“Stetigkeitskorrektur”

Diese Approximation ist in etwa befriedigend wenn
N-p>10 A N-(1-p)>10

Schatzverfahren | Dr. Dirk Hasenclever, IMISE 10



Dichte Binom(150.2)

lllustration:
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Biometrische Bedeutung
des zentralen Grenzwertsatzes

Es gibt diverse Verallgemeinerungen des zentralen
Grenzwertsatzes

» Die Verteilungen brauchen nicht identisch zu sein, solange nicht
eine der Verteilungen dominiert.

 Die Summanden konnen schwach korreliert sein.

Dies erklart die biometrische Erfahrung, dass

- Messungen, die durch Uberlagerung von vielen kleinen
additiven Fehlern verrauscht werden, sind approximativ
normal verteiit.

 Messungen, die durch Uberlagerung von vielen kleinen
multiplikativen Fehlern verrauscht werden, sind approximativ
lognormal verteilt, d.h. log(X) ist approximativ normal.

Schatzverfahren I Dr. Dirk Hasenclever, IMISE
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3o0-Regel

Sei X ~ N(uy,0,°).

dann qilt:

pr(Xe :/ux_o-xnux_l_o-x]) ~2/3
pr(Xelu, —2 -0y, 1 +2-0,])~0.95

pr(X e[u, —3- oy, uy +3-04]) = 0.99

Schatzverfahren I
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Idee: Konfidenzintervall fur Erwartungswert

Seien X,,..., X, unabhangig und identisch verteilt.
Sei N grold genug, dass der zentrale Grenzwertsatz greift:

var(X) var(X)

E(X)+2

1 )=

pr(X, = E(X) - 2./Va;f,X A X, <E(X)+2 VarA(,X’ )

var(X) var(X)

pr(Xy e [E(X)-2

pr(X,, +2 >E(X) A X, -2 <E(X) )

var(X) var(X)

pr(E(X)e [X, -2 X+

] )~0.95

Hat man zudem einen hinreichend guten Schatzer &° fur var(X),
so erhalt man approximativ:

l\ ~n

NN

Schatzverfahren I Dr. Dirk Hasenclever, IMISE 14
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Wie genau ist eine ,,gegebene” Schatzung? |

Seien X,,..., X,, unabhangig und identisch verteilt
nach einer Grundverteilung F,, .
Sei 6, ein Parameter der Verteilungsfunktion F,.

und 6, eine Schatzfunktion fiir 6, .

Gegeben eine Realisierung x,,..., x,, von X,,..., X},

Wir berechnen den Schatzwert 0, (x,,..., x,, ) fir 6,,.

Problem:

0,(X,,..., Xy ) ist ein zufalliger Wert der Zufallsvariable 6, (X,,..., X, ).
Wie genau kennen wir 6, ?

Ideal wére | 8,(x,,...,x,) - 6|, aber 6, ist unbekannt.

Schatzverfahren I Dr. Dirk Hasenclever, IMISE 15



Wie genau ist eine ,,gegebene” Schatzung? Il

Ansatz;

Uber die Genauigkeit der singuléren konkreten Schatzung 6, (x,,..., X, )
konnen wir als Frequentisten keine Aussage machen.

Stattdessen beschreiben wir die Genauigkeit

des Schatzverfahrens 6,(X,,..., X, ) bei wiederholter Anwendung.

Definition: Stichprobenfunktionen U; (X,..., X)) und O, (X,...,X})

bilden ein|Konfidenzintervall-Verfahren zum Konfidenzniveau (1-«)

fir 0, falls:
a) Oy ( Xy Xy ) €Uy (Xpper, X ), 05 (Xypeen Xy )]
b) pr(0y €U, (Xyes Xy ),0; (Xppeos X)) 2 (1- )

Schatzverfahren | Dr. Dirk Hasenclever, IMISE 16



Bedeutung: 95%- Konfidenzintervall

Bei wiederholter unabhangiger Anwendung des
Konstruktionsverfahrens enthalt das (zufallige)
Konfidenzintervall in 95% aller Falle den ,,wahren*
Wert.

Im konkret gegebenen Fall liegt jeweils der wahre Wert
im Intervall oder auch nicht !?!

Wahrscheinlichkeitsaussagen daruber, ob der wahre
Wert in einem gegebenen Intervall liegt, konnen nur
Bayesianer formulieren...

Schatzverfahren |l Dr. Dirk Hasenclever, IMISE 17



Lipid-Screening

HDL
800
800 — Std.abw.=15,33
Mittelwert=55,3
N=5529,00

600 -

400

10,0 20,0 30,0 40,0 50,0 60,0 70,0 80,0 90,0 100,0
15,0 25,0 35,0 45,0 55,0 65,0 75,0 85,0 95,0

mg/dL
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Konfidenzintervall: Uberdeckungswahrscheinlichkeit bei
wiederholten Versuchen

> Lipid Screening Daten

30 Stichproben a 100 Probanden

10 -

15 o H——

20

25 s e

30 l = = R-Skript auf Vorlesungsseite
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Beispiel: Approximatives Konfidenzintervall
fur den Haufigkeitsschatzer

Wir betrachten den Haufigkeitsschatzer
p = LS flr einen
N

Binomialversuch mit Grundwahrscheinlichkeit p.

Falls Normalverteilungsapproximation greift:

~ ~

or(p e [;3—2\/’0'(;\,"5) ,;5+2\/‘3'(2V‘p)] )~ 0.95

p=0.3: 95% Konfidenzintervall
k=3 N=10 : [0.155 , 0.445] (N noch zu klein)
k=30 N=100 : [0.254 , 0.3406]
k=300 N=1000 : [0.285 , 0.315]
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Gute biometrische Praxis

Keine Messung ohne Rechenschaft uber die
Genauigkeit der Messung. (Messfehler?)

Keine Schatzung ohne Rechenschaft uber die
Genauigkeit der Schatzung. (Konfidenzinterval?)

Schatzverfahren Il Dr. Dirk Hasenclever, IMISE
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Beispiel: Konfidenzintervall fur den Erwartungswert
einer Normalverteilung |
(bzw. falls zentraler Grenzwertsatz greift)

. 2
Xy~ N(,u,%) Ist ein konsistenter, erwartungstreuer Schatzer fur .

Also gilt (nach der 3 o Regel):

— (02— O
X -196-——; x, + 1.96-—
o N N

ist ein 95%-Konfidenzinterval fur .

Problem: o im allgemeinen unbekannt.
Ersetzen durch Schatzwert vergrof3ert die Varianz
-> t-Verteilungen

Schatzverfahren I Dr. Dirk Hasenclever, IMISE 22



Beispiel: Konfidenzintervall fur den Erwartungswert
einer Normalverteilung li
(bzw. falls zentraler Grenzwertsatz greift)

Ist o unbekannt und muss als S, aus der Stichprobe selbst geschatzt werden, so gilt

XN H Hdf = N 1)

S, /NN

t-Verteilung mit N-1 Freiheitsgeraden.

Sx . %

S5, - S

[X, - tyors(df =N-1) \/N]

n

to.975(df =N - 1)

ist ein 95%-Konfidenzinterval fur u.

t, o75iSt das 97.5% Quantil der t(df =n-1) Verteilung.
ZB.furn=30: t,4,(df =29)=2.05

Schatzverfahren | Dr. Dirk Hasenclever, IMISE 23




t-Verteilung (Eigenschaften)

F( m + 1 )
Dichtefunktion: 1 2 1
f(x) = m r(ﬂj ] m2+1

m=Freiheitsgrade ) (1 L X j

r ( m + 1 j "

. . ] B 1 2 X 1

Verteilungsfunktion:  F(x) = Cram- (ﬂj _[o = dt
2 [1 + Fj

T = ist t-verteilt mit m Freiheitsgraden, wenn X und Y unabhangig

X
JY/m

und X~N(0,1) und Y ~y°__ . verteilt mit m=n-1 Freiheitsgraden.

Die t-Verteilung berlucksichtigt die zusatzliche Streuung
bei Verwendung der empirischen Varianz anstatt der wahren.

Schatzverfahren I Dr. Dirk Hasenclever, IMISE 24



t-VerteiIung (Dichte)

E(X)=0 (n>2)
V(X)=n/(n-2) (n>3)

Schatzverfahren I Dr. Dirk Hasenclever, IMISE 25



t-Verteilung (Verteilungsfunktion)

—

Schatzverfahren I Dr. Dirk Hasenclever, IMISE
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t-Verteilung und N(0,1)

Vergleich der Dichten der Standard-Normalverteilung und der t-Verteilung
FUr N>100 sind Normalverteilung und t-Verteilung praktisch gleich

Schatzverfahren Il Dr. Dirk Hasenclever, IMISE
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Statt 1.96 als Faktor
bei mittleren Fallzahlen = 2,
bei kleinsten Fallzahlen deutlich groRer

...
.'.".l....I.'.l.ll'.liii.i!!!!!!......

0.975 quantile of the t distribution

Gt T () 51, (0 b = ok b e TN, 69 I ) N TG a0 G GO o8 B I S
ONPROOONPNIRONPORONADOONRNOO

I I I I I
10 20 30 40 50
degrees of freedom (df)
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Qualitative Eigenschaften eines
Konfidenzintervalls (allgemein)

Breite des Cls ~ Standardfehler ~1/Wurzel(N)
* bitter: doppelt so genau -> vierfache Fallzahl...

« Standardfehler (SE) bezeichnet allgemein die
Standardabweichung der Punktschatzers.

* bel metrischen Daten und arithmetischem Mittel:
Standardfehler = SE = SD / Wurzel(N), wobei

—SD die Standardabweichung der Einzeldaten



Cl-Breite ~ 1/sqrt(N) + Effekt t-Verteilung gegen Normalverteilung

|
E = |
|
I n
inf 1 « konsistent
|
|
w — 100 —T—
|
50 ——
|
|
o - 20 ——
- |
o 1
% 15 e
> :
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|
|
5 2
|
|
o 4 +
|
|
3 i
|
|
|
O |
1
[ I | [ [
0 5 10 15 20
Scala

Example: MeanEstimate= 10, SdEstimate = 2
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YWersion

10

Cl-Breite steigt mit Konfidenzniveau 1-alpha

1e-05

1e-04

0.001

0.01

0.025

0.05

0.1

0.2

0.5

alpha

99.999 % alpha
0.50
99.99 % 0.20
0.10
999 % 0.05
o 0.025
y 0.01
97.5% 0.001
0.0001
95 % 0.00001
90 %
80 %
50 %
Konfidenz in %
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Example: MeanEstimate= 10, SdEstimate =2, N = 30
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Hauptsatz der Stichprobentheorie

Seien X,,...,X,, unabhangig und identisch

normalverteilt X ~ N(u,,0,°).

Sei X,, das arithmetische Mittel und

N J—
S, = ﬁZ(Xi — X, ) der erwartungstreue Varianzschatzer.

SATZ:
2
S O
a) X, ~N(u,,—=
) Xy (4ix N )
J— . 2
b) (N 1)28X ~ v°_ X°-verteilt mit N-1 Freiheitsgraden.
O x
c) X, und S, sind unabhéngig.

Schatzverfahren I
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Hauptsatz der Stichprobentheorie Il

Plausibilisierung:

Verschiebungssatz:

ZX a)_Z( . )+N(X —a)
i=1 i=1

mit a = 1, und Erweiterung mit v, folgt:

O x
NooX — NooX —
i — Hx \2 i N
= +
;( o ) ;( o ) (ax/f
" ZZN — ZZN_»] +Z 1 "

nach Definition  Additivitdty® nach Definition



C h iZ'Ve rte i I un g (Eigenschaften)

Dichtefunktion: f(x) =1 2"/2r[§j

0 (x<0)

1 X oon, _L
: P t? e *dt (x > O)
Verteilungsfunktion: Fix) = 2n/2r(,;j£

0 (x<0)

Seien X,,...,X, unabhangig und standardnormalverteilt,

dannist: ) X2 ~ %  chi’-Verteilt mit n Freiheitsgraden.
i=1

Seien X ~ y?_und Y ~ y°_unabhangig, dann gilt:
(X+Y)~ %

Schatzverfahren Il Dr. Dirk Hasenclever, IMISE 34



Chi2-VerteiIung (Dichte 1)

E(X)=n N
V(X)=2n o=} |

Dichtefunktionen

Schatzverfahren I Dr. Dirk Hasenclever, IMISE 35



Chi%-Verteilu NJ (Dichte 2)

E(X)=n
V(X)=2n

0.

.

0.

0.1

08 b

g+

04 |

az r

10 1t

Dichtefunktionen

210 25

20
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C h i2-Ve rte i I un g (Verteilung)

Die Chi%-Verteilung ist
ein Spezialfall der
Gamma-Verteilung.

Eine Gamma-Verteilung
mit:

a=n/2 und b=2 ist

Chi? - Verteilt mit

n Freiheitsgraden.

Schatzverfahren I
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C h i2 'Ve rte i I un g (Approximation)

Die Chi2-Verteilung

kann fur grof3e n
durch die

Normalverteilung s

angenahert werden.

In diesem Beispiel: 001 |

Chi2 (100)~N(100,200)

0.00% -

n.02

H{100,200)

Schatzverfahren I
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Density

020
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0.00

llustration zum Hauptsatz der

Stichprobentheorie

Simulation aus Normalverteilung

Histogram with Density
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o
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Bei normalverteilten Einzeldaten
Konfidenzintervall fur die Varianz

var(X) = 1/(N-1) * Summe_,.\ (X —
Mittelwert)?

Konfidenzintervall fur var(X):

[ gchisq( 0.025, df = N-1) * var(X) / N),
gchisq( 0.975, df = N-1) * var(X) / Nj

wobei gchisq die Quantile der Chi?—
Verteilung ist.

Schatzverfahren I
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1.2

1.0

0.8

0.6

04

02

0.0

Achtung: gilt nur fur normalverteilte Einzeldaten.
Zum Beispiel: Standardexponentialverteilung

Histogram with Density
MITAT T T 1 T T o— 0_?65 Nvalid = 10000
B Median: 0.91
® Mean: 0.998 r—
N: 10000
Nmissing: 0
L ] Lt
passt nicht —
Mad: + 0376 o
e |
o]
il
el
Pearson correlation = 0.709
-] 95% Cl=[0.700;0719]
| | | | | \ | | |
= AT 04 06 08 1 12 14 16 18 2
| | | | \ | | means
0 1 2 3 4 5 6
. — 2
Beachte: var(X) = E(X)

bei Exponentialverteilungen
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Simulation Konfidenzintervalle mittels t-Verteilung
fur N=30 Stichproben aus N(0,1)

Konfidenzintervalle

5% irrefuhrende

95% Konfidenzintervalle
sind nach Konstruktion
garantiert!

1:30

| | | |
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

mean+-(t30=2.04)*se R-Skript
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