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Lernziele

Nach Beendigung dieser Lehreinheit

- kennen Sie die Definition von Zufallsvariablen,

- konnen Sie die Binomialverteilung fur Berechnungen anwenden,
- ist Ihnen die Normalverteilung mit inren Eigenschaften vertraut,
- konnen Sie die z-Transformation durchfihren und

- Wahrscheinlichkeiten aus Verteilungstabellen ablesen.

u |
UNIVERSITAT
eze - [ITIIS €



5.0 Grundlagen und
Konzepte
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Einfuhrung

Bisher: Beschreibung empirisch gewonnener Daten in einer Stichprobe
Frage:

- Was lasst sich aus diesen Beobachtungen schlussfolgern?
(z. B.: Kann ich eine Schatzung fur den wahren Wert gewinnen?
Wie genau ist sie? Ist sie mit einer bestimmten Erwartung vereinbar?)

- Neuer Ansatz: fur statistische Schlussfolgerungen ein theoretisches Modell zur Verteilung von

Merkmalsauspragungen anzunehmen und die Daten von Stichproben auf dieser Basis
auszuwerten.
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Wir denken in Modellen

- We all depend on models to interpret our everyday experiences. We interpret what we see in
terms of mental models constructed on past experience and education. They are constructs

that we use to understand the pattern of our experiences.
David Bartholomew (J Royal Stat Soc A 1995; 158(1): 1-20)

- All models are wrong, but some are useful.
George E. P. Box 1976

- Chance: Components of
Statistical Thinking ...
Journal of Statistics Education tata
2002;10:3

) . N modified
i induction hypothesis

hypothesis - deduction # COnsequences

f
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Ruckblick: Relative Haufigkeiten

Gleason sum (preop), n (%) 0
B 1(0.2) C’
6 188 (34) S
7 258 (47) -
8 61 (11) 2 -
9 35 (6.4) 23
10 4(0.7) - |

[ am L] g l

- In V3 haben wir uber den Werten im S i DT

Wertebereich 5 — 10 die relativen
Haufigkeiten aufgetragen.

- Relative Haufigkeiten (aus Daten) entsprechen in der Theorie WWahrscheinlichkeiten.

- Diese Wahrscheinlichkeiten p4, p,, ..., px bilden Uber dem Wertebereich
(x4, x5, ..., X3 ) die Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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Zufallsvariablen

- Zufallsvariable: numerisches Ergebnis eines Zufallsexperimentes

- Die Verteilung ihrer Werte kann durch eine (theoretische) Verteilungs-funktion beschrieben
werden.

Beispiel 5.1: Zufallsexperiment: Munzwurf mit zwei Munzen
Zufallsvariable X: Anzahl von Wappen

Outcomes: 7 ZW WZ WW
N

Realisierungen von X =2 x: 0 1 2

- Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X den Wert x annimmt, schreibt man als
P(X = x) oder p(x).
- z.B.: P(X = x): Va V2 Z
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Zufallsvariablen Il

- Je nach Wertebereich unterscheidet man diskrete und stetige Zufallsvariablen:

— diskrete Zufallsvariablen: Wertebereich endlich viele, diskrete x4, x5, ..., X

— stetige Zufallsvariablen: Wertebereich ist ein ganzes Intervall (Kontinuum) der Zahlengeraden.
- Notation:

— lateinische Buchstaben: Daten aus der Stichprobe

— griechische Buchstaben: Parameter (Kenngrof3en) einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung

Verteilungsmodell Stichprobe
(Theorie): (Realisierung, Empirie):
uoo X
g < S
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B 5.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung

Histogramm der Wahrscheinlichkeitsverteilung:

p(x) t
(ZW [ W2Z)
0,50 -
(Z2) (WW)
0,25 -
Y -
0 1 2

Bemerke:
Flacheninhalt = 1

>
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Erwartungswert

- Der Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariable ist definiert als:

BEDEUTUNG:
S - E — DAS ZENTRUM
EX)=u ; Xj *Djs IHRES HISTO-

GRAMMS

- d. h. jeder Wert wird mit der Wahrscheinlichkeit
gewichtet, mit welcher er auftritt. Y

Gonick & Smith: Statistik in Cartoons

- zum Beispiel B 5.1: o) |
n=0-025+1-050+2-0,25=1

0,25
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Erwartungswert und Varianz |

Die Varianz einer diskreten Zufallsvariable ist definiert als:

Vo0 =0 =Bl -7 = ) (5 -4)" )

- D. h., das ist die erwartete quadrierte Abweichung der Zufallsvariablen X von ihrem
Erwartungswert E(X).

- zum Beispiel B 5.1: o) |

2 =(0-1)2-0254+(1—1)2-0,50
+(2-1)2-0,25 = 0,50

0,25
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Stetige ZV: Histogramm

B 5.2: Diast-CHF-Studie,
Beobachtungsstudie: n, = 1727
Probanden mit diastolischer
Herzinsuffizienz bzw. Risikofak-
toren dafirund n, = 202
Kontrollen,

Follow-up: 10 Jahre
Variable Korpergrolde baseline

— Alter ist eine kontinuierliche
(stetige) Zufallsvariable, d. h.

Frequency

400

300

200

100

Histogramm der Korpergrofie

Diast-CHF-Studie

140 150 160 cm 170 180 180

200

- hier sind im Intervall [130, 200] (theoretisch) alle Werte moglich.

- Werte kommen in der Mitte gehauft vor.
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Modell: Verteilungsdichte

Werte der Stichprobe haufen sich auf der
x-Achse und bilden die Verteilungsdichte

Diese wird durch Vorgabe von Bedingungen
modelliert

und es wird eine Formel entwickelt
(z. B. Normalverteilung).

Die Verteilungsdichte reprasentiert Wahrscheinlich-
keiten, also ergibt inre Gesamtsumme 1.

/ @ N
SCOVQ
V
1
©
2
Q

Y.
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B 5.2: Diast-CHF-Kohorte;
Korpergrofde baseline

— Die diskreten Saulen des
Histogramms verschmelzen
im Grenzwert zu einer Kurve.

— Die Flache unter der Kurve

ist (per Def.) 1.

Stetige ZV: Verteilungsdichte

Density

0.01 0.02 0.03 0.04

0.00

Verteilungsdichte der Korpergrole

140

150 160 cm 170 180 190

I
200
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Verteilungsfunktion

Verteilungsdichte der KorpergréRe Verteilungsfunktion
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Die Verteilungsfunktion F(x) gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Wert < x erzielt wird:
Fy(x) = P(X < x).

- Sie ergibt sich durch Integration der Verteilungsdichte von links bis x; d. h.,

- sie stellt die Flache unter der Kurve links der Linie bei x dar.
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Eigenschaften der Verteilungsfunktion

Verteilungsfunktion
lhr y-Wert ist -
~ unterhalb des Minimums: =0, 2
_ oberhalb des Maximums: = 1: o
- Sie wachst monoton. £ q_:'
w1 60 em 0 80 100
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Verschiedene empirische Verteilungen

2 - ] ] 0 ] . __ Langste Abstinenzperiode: SMS-Arm
Kalium =1 Natrium 2. 5
& " ] «%‘ g N z: — mﬁian
s1 L gL J ST N TH_HT
2| 3| :‘ ; é ?l é 125 130 135 140 145 150 o e 1m0 1;0 "0 00 I_aa|o
mmol/l mmol/l Tage
: . . C 210l NT-
Verteilungen unterscheiden sich hinsichtlich BNIErO
~ Wertebereich 2 S
- Symmetrie bzw. Schiefe -
— extremen Werten BRI
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0 2000 4000
pg/mi
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Erwartungswert und Varianz Il

Der Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariable ist definiert als:

CEX) =p=[x f(x)dx
- Dabei bezeichnet f (x) die Wahrscheinlichkeitsdichte.
- Der Erwartungswert markiert den Schwerpunkt einer Verteilung.

Die Varianz einer stetigen Zufallsvariable ist definiert als:

- VX)) =0? =E[X —w?] = [(x —w)? f(x) dx
- Die Standardabweichung ist die Wurzel der Varianz.

u u
UNIVERSITAT
eze (TS«

17



Lineare Funktionen von ZV

Ist Y eine lineare Funktion einer Zufallsvariablen X. Dann gilt:
E[Y]= Ela-X+b]l=a-E[X]+Db
V[Y]= V[a-X + b] = a?-V[X]

Beispiel 5.2: Sie setzen 55 € und gewinnen 100 €, falls beim
Munzwurf Zahl fallt. Wie hoch ist der erwartete Gewinn?

X — Zufallsvariable Munzwurf [0 = Wappen, 1 = Zahl], dann ist:

p(x) = 0,5
E[X]=0-05+1-0,5=0,5 Gewinn =

E rteter Gewinn;
rwarteter Gewinn E[G] =
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Summe von ZV

Ist Y die Summe der Zufallsvariablen X; und X,:
- Y =X+ X,,
~ dann ist Y wieder eine Zufallsvariable.

Und es gilt fur Erwartungswert und Streuung von Y
- E[X,+X,] = E[X,] +E[X,]
- VX, + X,] = VX, + V[X,] + 2 - Cov[Xy,X;] 1

Sind X; und X, unabhangig, gilt
- VX + X, =VIX]| +VI[X,]

e imise. 1



Spezielle Verteilungen

Wichtige Verteilungsfunktionen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind:

1. die Binomialverteilung binarer Merkmale

2. die Normalverteilung stetiger Merkmale

Die Normalverteilung wird auch als Gauldverteilung bezeichnet.

u u
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5.1 Binomialverteilung
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Modellierung binarer Ereignisse

Wir betrachten einen Zufallsprozess mit genau zwei moglichen Ausgangen.

- Den uns interessierenden Ausgang (Outcome) bezeichnen wir als Erfolg
(meist codiert durch 1),

- den uns weniger interessierenden als Misserfolg (codiert durch 0)

Beispiele: + Kopf (= Erfolg) oder Wappen beim Munzwurf,
+ tumorfreier Schnittrand RO (= Erfolg) oder Tumorinfiltration R1

e imise. 22



Bernoulli-Kette

Modellierung:

- Ein solches Zufallsexperiment heil3t Bernoulli-Versuch (Jakob | Bernoulli 1654 - 1705) falls es
folgende Eigenschaften erfullt:

1. Das Experiment hat genau 2 Ausgange: Erfolg (1) oder Misserfolg (0).
2. Die Wahrscheinlichkeit p fur einen Erfolg ist in jedem Versuch dieselbe.

3. Die Versuche sind unabhangig: Der Ausgang eines Versuchs hat keinen Einfluss auf
spatere Ausgange.

Hinweis:
- Beim Tumor-Beispiel (letzte Folie) abstrahiert man von den vielen Begleitumstanden, welche
jede Wiederholung etwas anders gestalten.

S ImMISe 23



Binomialverteilung |

- Durch n-fache Wiederholung des Bernoulli-Versuches mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p
erzeugen wir eine neue Zufallsvariable.

- Diese binomialverteilte Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl an Erfolgen in n Bernoulli-
Versuchen mit Erfolgswahrscheinlichkeit p;

- d. h. X ist die Summe der Ergebnisse von n realisierten Bernoulli-Versuchen

z. B.: X : Anzahl von Wappen (Erfolg) in einem zweifachen Minzwurf

n=2p=0,5
k = Anzahl an Erfolgen
k: 0, 1, 2

PX=k): Yo Yo Y

S ImMISe 24



Binomialverteilung Il

Zufallsexperiment mit binarer Zufallsvariable

Grundgesamtheit
Erfolgswahrscheinlichkeit p
viele Zufallsexperimente des Umfangs n

Zufalls- Zufalls-
experiment 1 experiment j

jedes Zufallsexperiment liefert andere Realisierungen

0,1,1,0, ....., 1) (1,1,0,0,1, ..., 0)

u u
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Binomialverteilung IV

Grundgesamtheit
Wahrscheinlichkeit fur Erfolg p

Stichprobe Umfang n

Eine Sequenz: (0,1,1,0,1, ..... ,0,1)

unabhangige Experimente

Umsortierung

'
k Erfolge in n

(1,1,1,1...,0,0,..., 0)

\ J\ J
| |

k n-k

UNIVERSITAT g -
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Binomialverteilung V

- Wahrscheinlichkeit fur genau eine Sequenz mit k Erfolgen und n - k Misserfolgen:

p“-(1-p)"

- folgt aus der vereinfachten Multiplikationsregel (V 4, F 31) fir unabhangige Ereignisse

- Baumdiagramm aus Vorlesung 4

u u
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Binomialverteilung VI

- Wie viele verschiedene Sequenzen mit k-Erfolgen gibt es?

n!
(Z) T K n—k) n Uber k = Binomialkoeffizient

n'=1-2-3..-n n Fakultat

(g) _ (Z) =1 weil 0! = 1 per Definition

z. B.  Anzahl der Moglichkeiten aus 5 Buchstaben 2 auszuwahlen:

(5)_ 5! _1'2'3'4'5_10
2/ 2131 1.2-1-2-3
Probe: AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE, DE

u u
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Binomialverteilung VI

- Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X (d.h. Zahl der Erfolge) genau k Erfolge in n
Versuchen registriert:

PX =1)=()) Pt A—p)—*

- Man sagt: X ist binomialverteilt, geschrieben: X ~ Bi(n,p)

- Die Binomialverteilung hat als erste zentrale Momente (vgl. Folien 9 f)

Erwartungswert: | u=n-p

Varianz (der theoretischen Verteilung):{a® = n - p(1 — p)

u u
UNIVERSITAT
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Binomialverteilung Vlli

(Stichprobe n = 10)

p =05
i
o
D —
0 W=
o
i
S 2 _
oS o~ =
PX=k) 2.
L
S 0 =
2
S
(:)._ //. :‘M—é_\ s
|- B A4 G
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (\‘
\
k Erfolge :

Gonick & Smith: Statistik in Cartoons
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Binomialverteilung IX

(Stichprobe n = 10)
p = 0,1

04

® - 0=

o~ 2
PX=k) ° ?

5 - g =

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k Erfolge

0.0
|

e imise. d



Binomialverteilung X

(Stichprobe n = 100)

=0,1

s u=

=

S - g% =

PX=k) s
=g I I o=
g 10 12 14 16 18 20
k Erfolge

M Imise 32



Binomialverteilung — Beispiel B 5.3

30 % der Sprechstunden-Patienten mit einer Diagnose haben Fieber.
Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass von 10 Patienten genau zwei Fieber haben?

p=03n=10;k =2

P(X:k):(;:).pk.(l_p)n—k

P(X=2)=

Warum konnte diese Rechnung nicht ganz aufgehen?

/ Jotquadrat:
; Grafitto in Bonn.
commons.
wikipedia.org
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Zentraler Grenzwertsatz: Binomialverteilung

- Die Binomialverteilung wird durch die Normalverteilung approximiert (ZGWS von Moivre 1730
/ Laplace 1812), wobei:

u=np
o =np(1—p)

B(n,p) » N(np,np(1 —p))

- Die Approximation ist zufriedenstellend,
falls gilt:

np=5 und n-(1—p)=5

ALLE BINOMIAL
VERTEILUNGEN
ENTPUPPEN SICH
k LETZTENDLICH
- ALS NORMAL-
=) \VERTEILUNGEN...

Gonick & Smith: Statistik in Cartoons

e imise. 34
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ZGWS: Binomialverteilung 2

- FUrn — oo geht die Binomial- in die Normalverteilung uber:
p=02;n=5 p =02, n=25 p=20,2; n=125

I
¥ o A
S \
©
O__
o
2 2 I
S @ | S I 5
S o S 5
2 2 2 8.
o} ) S o
X ~ go
c e =
. O o S}
T o | c v I=
2 o o ° e 3
9 O O O
£ J 2
© S . S
= - | Z g 2 o
o o =]
i o
\ o
N— b | | N B L] 8
o o

7 12 17 22 27 32 37 42
k k k
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5.2 Normalverteilung
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Modellierung mit Normalverteilung

- Auf viele Prozesse in der Natur kann die Normalverteilung gut angewandt werden.

- Daten, die durch viele kleine und unabhangige Zufallseffekte beeinflusst werden, sind

approximativ normalverteilt.

- Beispiel: mittlere Jahrestemperatur, HbA1c bei Gesunden (F. 31)

OIE WELTISTDIE
SUMME IHRER TEILE!

UNIVERSITAT
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im

Sel

37



Dichtefunktion stetiger ZV

Erstellt man Histogramme eines Merkmals von immer grof3eren Stichproben, hier z. B. HbA1c,
konvergiert die Umrisslinie gegen eine Kurve, die Dichtekurve der ZV.

Histogramm: n = 100 000 Histogramm: n = 100 000
g | g ] fﬂ\
8 g _ 8 g _ J M
e | | T | | 1 s I | | T | |
10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
HbA1c (mmali) HbA1c (mmoll)

e imise. 3



Normalverteilung |

Wahrscheinlichkeits-Interpretation:

- Die Flache unter einer Dichtefunktion zwischen zwei Fuldpunkten x, x ist als

Wahrscheinlichkeit (bei empirischen Kurven als relative Haufigkeit) interpretierbar.

Q00 001 002 003 004 005 008
|

F(—00,400) =1
F(x,xy) <1
F(x,x) =0

Density

000 001 002 003 004 005 006
|

1

[l

40 50

60

70 80

UNIVERSITAT
LEIFZIG
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Normalverteilung Il

- Dichtefunktion der Normalverteilung:

N(y, 02)
O\ L ()
PX) = e 2\ o
Lage- Streuungs- o \/E
parameter parameter
e =2,718
= _
o
o) _ -
° ~
S ] \\ Glockenkurve:
S ~. " Symmetrie
o | = Wendepunkte
© n-3c 1-2c L-6 WL U+0 p+2c p+3cX
-3) -2/ 1| 0] 1] 2| 3|
Z

e |mise. .



Normalverteilung Il

Carl Friedrich Gaul® (1777 — 1855)
Mathematiker, Kartograph und Astronom

Biographie: Daniel Kehimann:
Die Vermessung der Welt

Gauld entdeckte die Bedeutung der
Normalverteilung (z. B. fur astronomische
Betrachtungen) und wandte diese an.

Normalverteilung

u L]
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Normalverteilung IV

- Dichtefunktion der Standardnormalverteilung:

¢(z) = \/%_n-e_z; 1

- Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung:
(gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass eine stetige Zufallsgrof3e hochstens den Wert z annimmt)

Z

()=—a= | e d
A

— 00

e imise. 2



Normalverteilung V

Die Normalverteilung ist eindeutig durch 2 Parameter festgelegt:
Mittelwert u: Maximum der Glockenkurve
Varianz a%: Breite der Glockenkurve

02 03 04

00 041

UNIVERSITAT g -
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Normalverteilung Vi

B(z)
Verteilungsfunktion 2 ;
- D(2) = f_Zoo @(x)dx < ] 2) — P(z1)
@
- Dichtefunktion ::
P(z <Z < z) =

UNIVERSITAT @ A
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Standardisierung

- ldee: Standard-Normalverteilung N(O, 1) als Grundlage fur alle Normalverteilungen

- Standardisierung: Durch Transformation (Skalenumrechnung) kann man jede
Normalverteilung N (i, o%) in eine Standard-Normalverteilung N(0,1) Gberfihren:

X~Nuo?) © Z~N(01)

X—u
o

Z = z-Transformation

Gonick & Smith: Statistik in Cartoons

e imise. 4



Transformation

- Umgekehrt lasst sich jede Normalverteilung N(u, 02) durch lineare Transformation aus der

Standard-Normalverteilung gewinnen:

PRt as

VERSCHIEBE DIE ) o
Y-ACHSE - IST | %% 31z
DASSELBE , ¢ "~

l

X=Z-0+u

b5

Gonick & Smith: Statistik in Cartoons

X~ N(,LL,O'Z)

(3 Z~N(0,1)

]
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Tabellierung der Normalverteilung

Die Verteilungsfunktion ®(z) der Standardnormalverteilung ist symmetrisch zum
Erwartungswert 0. Daher mussen nur Werte fur z > 0 tabelliert werden. Es gilt namlich:

7. ®(—z)=1-—d(z) oder d(—z)+ d(2) =1,
2 ©(Z=2z2)=1-d(Z<2z2)

~

00 02 04 0B 0B 10 &

u u
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eze (TS«

47



Wahrscheinlichkeiten ablesen

Verteilungsfunktion ®(z) der

L Werte der Standardnormalverteilung ®(z)

Standardnormalverteilung: ] o] 0] 2] 2] n]o]n] o] =]
0 | 5000 | 5040 | .5080 | .5120 | .5160 | 5199 | .5239 | 5279 | 5319 | 5359
1| 5398 | 5438 | .5478 | .5517 | .5557 | .5596 | .5636 | .5675 | 5714 | 5753
Skrl tenheft S 1 76 Tab 1 1 1 2| .5793 | 5832 | .5871 | .5910 | .5948 | 5987 | .6026 | .6064 | .6103 | .6141
- p . ) - . 31 6179 | 6217 | .6255 | .6293 | .6331 | .6338 | .6406 | .6443 | .6480 | .6517
4 | 6554 | 6591 | .6628 | .6664 | .6700 | .6736 | 6772 | .6808 | .6844 | 6879
5| 6915 | 6950 | 6985 | .7019 | .7054 | 7088 | 7123 | .7157 | 7190 | 7224
CI) ( 7 = 1 9 6) 6 | 7252 | 7291 | .7324 | 7357 | 7389 | 7422 | 7454 | 7486 | 7517 | .7549
) J | 7580 | 7611 | 7642 | 7673 | .7704 | 7734 | 7764 | 7794 | 7823 | 7852
8 | 7881 | 7910 | .7939 | .7967 | .7995 | .8023 | .8051 | .8078 | .8106 | 8133
_ 0 9 7 5 — 9 7 5 % 9 | 8159 | .8186 | .8212 | .8238 | .8264 | .8289 | .8315 | .8340 | .8365 | .8389
— VU, - ) 1.0 | 8413 | 8438 | .8461 | .8485 | .8508 | .8531 | .8554 | .8577 | .8599 | .8621
1.1 | 8643 | 8665 | .8686 | .8708 | .8729 | .8749 | .8770 | .8790 | .8310 | .8830
1.2 | .8849 | 8869 | .8888 | .8907 | .8925 | .8944 | .8962 | .8980 | .8997 | .9015
1.3 | 9032 | 9049 | 9066 | .9082 | .9099 | 9115 | 9131 | 9147 | 9162 | 9177
14 | 9192 | 9207 | .9222 | .9236 | .9251 | .9265 | .9279 | .9292 | 9306 | 9319
1.5 | 9332 | 9345 | 9357 | .9370 | .9382 | .9394 | 9406 | .9416 | 9429 | .044]
. _ 1.6 | 9452 | 9463 | 9474 | 9484 | 9495 | 9505 | 9515 | 9525 | 9535 | .9545
U mg e ke h rt |St Z 0975 — 1 ) 9 6 1.7 | 9554 | 9564 | .9573 | .9582 | .9591 | .9599 | .9608 | .9616 | .9625 | 9633
’ 1.8 | 9641 | 9649 | 9656 | .9664 | 9671 | 9678 9693 | 9699 | .9706
. 1.9 | 9713 | 9719 | .9726 | 9732 | 9738 | 9744 ( .9750 ) 9756 | 9761 | 9767
— d as 9 7 , 5 % -Q ua nt| | d er 20 | 9772 | 9778 | 9783 | .9788 | .9793 | .9798 [N\9803~] .9808 | 9812 | .9817
2.1 | 9821 | .9826 | .9830 | .9834 | .9838 | .9842 | .9846 | .9850 | 9854 | .9857
S d d I rt . I 22 | 9861 | 9864 | 9868 | .9871 | .9875 | .9878 | .9881 | .9884 | .9887 | .98%0
tandardnormalverteilun g 23 | 9893 | 9896 | .9398 | .9901 | .9904 | .9906 | 9909 | 9911 | 9913 | 9916
24 | 9918 | 9920 | .9922 | 9925 | .9927 | .9929 | .9931 | 9932 | 9934 | 9936
25 | 9938 | 9940 | 9941 | 9943 | 9945 | 9946 | .9948 | .9949 | 9951 | 9952
2.6 | 9953 | 9955 | 9956 | .9957 | .9959 | .9960 | .9961 | .9962 | 9963 | .9964
2.7 | 9965 | 9966 | .9967 | .9968 | .9969 | .9970 | .9971 | 9972 | 9973 | 9974

(aus: Guggenmoos-Holzmann, Irene u.a.: Medizinische Statistik.
Blackwell Wissenschaftsverlag. Berlin, Wien 1996)
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Quantile der Standard-NV ablesen

Quantile der standardisierten Normalverteilung N (0,1):

a

0,1000 0,0500 0,020 0,010 0,005
einseitig: Zi_g 1,2815 1,645 2,053 2,326 2,575
zweiseitig: Z1—a/2 1,6450 1,960 2,326 2,575 2,810

]
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Quantile der Standardnormalverteilung
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Quantil fiir das 95%-C.I.

- Konfidenzintervalle auf Basis der Normal- oder t-Verteilung sind symmetrisch. Deshalb
braucht man dafur das 0,025- bzw. 0,975-Quantil, dessen Betrag 1,96 = 2 ist. Eine meist
ausreichende Naherung fur das 95%-C.l. des Mittelwerts ist deshalb: x + 2 - S. E. M.

a = 0,05
Zl_a/z —_ 1,96

e imise. d



Anwendung: Norm- und Referenzbereiche

~ basierend auf
Normalverteilung

- ut2o

- ut1960

standardisierte (z-)
Achse

o(x)

3 04

4

00 01 02 0

=
=
|

+3c X

Intervall zur Daten

v

Intervall als Referenzbereich (umfasst 95% der Verteilung)

- Auf dieser Basis werden haufig Referenzbereiche auf der Grundlage von Blutspenderdaten

festgel

egt.
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Wahrscheinlichkeiten in einem Intervall

Gegeben seien

— F(x) die Verteilungsfunktion einer Normalverteilung N(p, 6%),
— ®(z) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

— und [a, b] ein Intervall (b > a).

Dann berechnet sich die Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert x dieser Normalverteilung zwischen
a und b liegt:

P(anSb)zCD(b_—”)—CD(a_—”)

o o

Ablauf;

— Standardisieren,
— Tafelwerte ablesen und
— Differenz bilden

M Imise 53



Normalverteilung - Beispiel Il

Beispiel 5.4: HbA,--Werte ~ normalverteilt N(5,34%, 0,18 %)

— Der obere Referenzwert wird mit 5,7 % angegeben. Tabelle 11.1: Verteilungsfur
— Wie grol} ist der Anteil der Gesunden mit einem HbA1c < 5,7%? | o0 | o
0 | 5000 | .5040
1 | 5398 | 5438
2 | 5793 | .5832
Ablauf: 3 .6-1779 .Zgn
4 | 6554 | .6591
. . S| 6915 | 6950
— Standard|3|erung: Z = 6 | 7252 | 7291
7 | 7580 | .7611
. S | 7881 | .7910
— Tafelwert: Skriptenheft S. 176, Tabelle 11.1: ®(z) = bl L
l:l :864:3 :8655
. 1.2 | 8849 | 8869
— also fOIQt- 1.3 | 9032 | .9049
14 | 9192 | 9207
1.5 | 9332 | 9345
1.6 | 9452 | 9463
1.7 | 9554 | 9564
1.8 | 9641 | 9649
Lo L 0713 | 9719
20 | 9772 | 9778
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