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Lernziele

Am Ende der Vorlesung

konnen Sie zwei metrische Merkmale im Scatterplot darstellen,
die Richtung und die Starke von Zusammenhangen beurteilen,

konnen Sie den Korrelationskoeffizienten nach Pearson interpretieren und
kennen das Szenarium, wann man diesen anwenden darf,

sind Sie vor moglichen Fehlschlussen bei Korrelation auf der Hut,
kennen Sie den Rangkorrelationskoeffizienten von Spearman,

die Regressionskoeffizienten aus einer vorgegebenen Regressionsgeraden
bestimmen und interpretieren,

eine Regressionsgerade zeichnen,
das Bestimmtheitsmal interpretieren.
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Ubersicht: Zusammenhang mehrerer Merkmale

Vorlesung 7: Zusammenhang quantitativer Merkmale

7.1 —-7.4 Korrelation
— Der Scatterplot
— Der Korrelationskoeffizient von Pearson
— Fehlschlusse bei der Korrelation
— Der partielle Korrelationskoeffizient
— Der Rangkorrelationskoeffizient von Spearman

7.5 Die lineare Regression
— Die Gute einer linearen Regression
— Die multiple lineare Regression

Vorlesung 8: Zusammenhang qualitativer Merkmale
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V 7 Zusammenhang |

7.1 Einfuhrung

UNIVERSITAT m -
(EIFZIG Imise.



Empirische Forschung

Remember that all models are wrong;
the practical question is how wrong do they have to be to not be useful.

Box GEP, Draper NR. Empirical model-building and response surfaces. John Wiley & Sons 1987

modified

;WIJ | .

Grafik aus Chance BL, Journal of Statistics Education 2002;10(3).jse.amstat.org/v10n3/chance.html

deduction CONSequUences

L

L

hypothesis

F 3
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Scatterplot |

Bei den meisten statistischen Analysen geht es darum, Zusammenhange
zwischen Merkmalen aufzudecken und zu quantifizieren:

— Erster Schritt: grafische Darstellung zweier quantitativer Merkmale im
Scatterplot (syn.: Punkt- / Streudiagramm)

— Der lineare Zusammenhang ist umso groler, je enger sich die Punktwolke
um eine gedachte Gerade schmiegt.

— Eine steigende Tendenz der Punktwolke nennt man positive Korrelation,
eine abfallende Tendenz negative Korrelation.

Frage: Wie quantifiziert man diese Zusammenhange “?
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Beispiel 7.1: Diast-CHF-Studie

— Zusammenhang Korpergewicht — systolischer Blutdruck

Diast-CHF-Studie
| Richtung:
i o ©o ° Zusammenhang .
i o o Kérpergewicht - pOSItIV,
o § o systolischer Blutdruck
£ ] Starke: kein bzw.
o — o
SR o’ sehr schwacher
_ ] 0 Zusammenhang
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Beispiel 7.2: Diast-CHF-Studie

— Zusammenhang Kreatinin - GFR

Diast-CHF-Studie Anmerkung'
I Dieser
= Zusammenhang Zusammenhang
EE Kreatinin - GFR (MDRD) entsteht durch die
i !g MDRD-Formel.
E 1
i %
: T =l 90308 .
= [ T [ T [ T [ T [ T [ T [ T [
0 1 2 3mg/dl 4 5 6 7

>
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Beispiel 7.3: Diast-CHF-Studie

— Zusammenhang Hamatokrit - Hamoglobin

Diast-CHF-Studie

- 5 Anmerkung:
® - %@;ﬁ Beide Merkmale
1Zusammenhang ok hangen
= o _| = i+ _ o -
3 " :ZI;ZIEII;I:IIH zusammen Uber
£ 4 | 9 © die Erythrozyten.
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T !
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Hamatokrit
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Beispiel 7.4: Ex-DHF-Studie

Ex-DHF-Studie Ex-DHF-Studie
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Korrelation - Einfuhrung |

— Die Korrelationsanalyse ist ein Werkzeug der Statistik, den ungerichteten
Zusammenhang zweier Merkmale zu untersuchen,

Korrelationsmale
— quantifizieren die Starke des Zusammenhangs und

— geben an, ob die Korrelation gleichlaufig, d.h. positiv
oder gegenlaufig, d.h. negativ ist
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Korrelation - Einfuhrung li

— (Geschatzte Streuungen (empirische Varianzen) in X und Y:

SQ(?{)

= > (i - %7
=1

= 5,2 =8Sxx = S0
n—1
varci = S

50 (Z)

= ) 0=y
i=1

SQ(Y
=5y2=Syy= nQ—( 1)
vﬁ%=?ﬁ
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Korrelation - Einfuhrung il

— Summe der Produkte von X und Y:
— Empirische Kovarianz von X und Y

SPALY) = ) (o =0+ (3= )
i=1

s _SP(X,Y)
¥ =1

Fos (X Y _SP(X,Y)

ov (X,Y) = —

ez I m Ise 7. Analyse des Zusammenhangs 1

12



Korrelation — Einfuhrung IV

Die Kovarianz
misst, ob X
und Y im Trend
gleich- oder
gegenlaufig
sind.

y 4

(x;— %) - (yi —¥)

Die Kovarianz ist positiv,
wenn die Daten so liegen

yA

‘ (x; —%) >0
............. °+
LT L v - >0
............... e [T &Y
@ °
X

Die Kovarianz ist negativ,
wenn die Daten so liegen

V 4

A

v
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V 7 Zusammenhang |

7.2 Der lineare Korrelationskoeffizient
(Pearson)
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Linearer Korrelationskoeffizient |

auch: Produkt-Moment-Korrelation (Galton 1880, Pearson 1896)

Modell-Ebene:
— Voraussetzung: Normalverteilung der Merkmale X, Y

— Standardisiertes Mal} fur den linearen Zusammenhang

Kovarianz (X,Y)
JVarianz (X) - Varianz (Y)

Korrelation(X,Y) =

Cov (X,Y)

JVar (X) -/ Var (Y)

r=Corr (X,Y) =
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Linearer Korrelationskoeffizient Il

Empirische Ebene (aus den Daten errechnet):

o Sw  __ SPRY)
T S S JSQEX) - SQY)

— misst den linearen Zusammenhang metrischer Merkmale X und Y,
— hat Werte in [-1, 1]

— je grolder der Absolutbetrag, desto starker der Zusammenhang

— einheitenlos durch die Normierung mit den Standardabweichungen

ez I m Ise 7. Analyse des Zusammenhangs 1



Kovarianz — Korrelation

— Formelzeichen: p — Formelzeichen r

— misst den linearen — misst den linearen
Zusammenhang Zusammenhang
metrischer Merkmale metrischer Merkmale

— Aussagen uber gleichsinnige — Aussagen uber gleichsinnige
Variation Variation

— abhangig von der Malkeinheit — standardisiert, d. h. einheitenlos

— Wertebereich (—oo, +0) — Wertebereich [—1, +1]
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Pearson‘s Korrelationskoeffizient: Interpretation

— Der Korrelationskoeffizient 7 nimmt Werte an im Intervall —-1<7r<+1

Grobe Orientierung zur Beurteilung der Starke des Zusammenhangs:
- |r| <0,4 schwach

- 04<|r|< 0,6 mittel

- 06<ZL|r|< 0,8 stark

- 08<Z|r|< 1,0 sehrstark

— |r| =1,0 funktionaler Zusammenhang

https://www.healthknowledge.org.uk/public-health-textbook/research-methods/1b-statistical-methods/regression-correlation
(2026-10-06).
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Beispiel |

-~ B7.4 Quotient Taille- zu Huft-Umfang — peak VO,

Ex-DHF-Studie

r=-—0,002
keine Korrelation
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Beispiel Il

— B 7.1 Diast-CHF: Korpergewicht — systolischer Blutdruck

Diast-CHF-Studie
| —______ r=011
. ° ", smasaersuncc | | (S€Dr) schwache Korrelation
£
= 27 "|| CAVE!
2 Verzerrungen ggf. durch
E Geschlechtsunterschiede mdglich
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Beispiel lll

— Ex-DHF-Studie: Probanden mit BMI > 20 kg/m?: BMI — peak VO,

Ex-DHF-Studie .
schwacher negativer Zusammenhang
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Beispiel IV

— Diast-CHF-Studie: Hamatokrit — Hamoglobin

Diast-CHF-Studie

: > sehr starke positive Korrelation
= L 8 _
1Zusammenhang bo o ® r=0,93
5 = - Hamatokrit - °
= {1 Hamoglobin .
.
T 7]

[ I I I I [
0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55

Hamatokrit
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Beispiel V
— Diast-CHF-Studie: Kreatinin — berechnete GFR (MDRD)

Diast-CHF-Studie
starker negativer Zusammenhang

o _ Zusammenhang
=7 8 Kreatinin - GFR (MDRD) =-0,65

CAVE:
r misst nur den linearen Zusammenhang;

- Pearson's R ist hier nicht adaquat!

milfrmin

23
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Beispiel Vb

— Diast-CHF-Studie: Kreatinin — berechnete GFR (MDRD)

Diast-CHF-Studie
— offensichtlich nichtlinearer Zusammenhang

Zusammenhang
Kreatinin - GFR (MDRD)

| ¢
=» Rangkorrelationskoeffizient (Spearman) -
ist adaquat: R = 0,76 I

mlfmin

o e
s

OOO QEDOQ:. o
w° g 4

0 1 2 3mg/dl 4 5 6
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Ubungsaufgabe 1

Ex-DHF-Studie: 322 HFpEF-Patienten (heart failure with preserved ejection fraction) randomisiert:

— UC (Usual Care): Standardbehandlung fur HFpEF-Patienten

— EXT (Exercise Training): angeleitetes Training zusatzlich zu UC
Der primare Endpunkt nach 12 Monaten war ordinal (worsened, unchanged,
improved).

— Die peak VO, im spiroergometrischen Test ist ein Marker fur die Leistungsfahigkeit.
Edelmann F et al. Nature Medicine 2025;31:306-314
Fragestellung:
— Beurteilen Sie den Zusammenhang zwischen den peak-VO,-Werten und der 6-

Minuten-Gehstrecke nach 12 Monaten (Richtung und Starke, s. nachste Folie)!

UNIVERSITAT g -
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Ubungsaufgabe 1 (Fortsetzung)

— Wie grold vermuten Sie R (Pearson)!

B . °
a2 oo
—_ - _] o ©
] ° © % 8 g
% — of,, %o g;;. '8&@)@05:9%@ @ @
. oo o oF o
— — O C' % O @O %ﬁ) O O O
E = O% < Ogﬁg 0
— O & &P 85 o =
R 8g 8 T o
@ ] o0 Oﬁ%%% els]
. . . . £ 2 ] & @ OOOGO o, Bo @
— Wie interpretieren Sie das” § 7 o T30 %
: o i i
a - 2 @ -::-08 o
— o o
i
7 o
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ﬁ — O i L8]
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Ubungsaufgabe 2

— In derselben Studie wurden baseline Laborwerte gemessen.
— Uns interessiert der Zusammenhang Albumin — Thrombozyten:

Schatzen Sie R (Pearson) Thrombozyten (/)

und beurteilen Sie Starke
und Richtung des
Zusammenhangs!

400

300
I

200
I

100
I

30 35 40 45 50 55
Albumin (g/1)
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7.3 Rangkorrelation (Spearman)
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Rangkorrelation |

Szenarien:
— monotoner Zusammenhang zwischen metrischen Variablen
— oder Ausreil3er / extreme Werte

Dann ist Pearsons R nicht geeignet und man muss
alternativ die Rangkorrelation berechnen.
Voraussetzungen:

— ordinale / metrische Skala (ggf. Rangdaten),
— Zusammenhang ist monoton
= Rangkorrelationskoeffizient pg (nach Spearman)

Y

200 400 600

0

100 150

50

] ]
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Rangkorrelation I

|dee:

— Von beiden sortierten Wertereihen werden Range gebildet.

— Danach berechnet man den Korrelationskoeffizienten anhand der Range
anstatt mit den Werten:

b = Kovarianz (R(X),R(Y)) 1
J Var (R(X)) - Var (R(Y))
SP(R(X),R(Y))

{50 (R00) 50 (ROV)

A\

Ps

~ Py AP
UNIVERSITAT g - F= i
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Rangkorrelation lli

— Spearman-Rang-Korrelationskoeffizient - vereinfachte Rechnung:

6- . D7 .
n-m?—-1) 1

ro=1-—

— Dabel sind die

— D; = R(X,) — R(Y,) Differenzen der Range

ez I m Ise 7. Analyse des Zusammenhangs 1
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Rangkorrelation IV

— Vergleich der Korrelationskoeffizienten von Pearson und

Spearman:
y o® ::
o
o‘..... A ..‘ B
°® 4
[ )
oo r = +1,000 *e r = —1,000
o® r, = +1,000 ° r, = —1,000
. ..
X
[ )
L . i ® e '.
e ® ® e C * e . D
o P [ ]
. S ee% e * T =1+0650 o® o r=—0938
® o P T
o« ® J r, = +0,654 ®*eee 1, =-0956
o oo 2
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Rangkorrelation V

— Vergleich der Korrelationskoeffizienten von Pearson und Spearman:

y

Nichtlinear,
aber
monoton

LY °
[ ) ° PY o [ ]
¢ e O o o E F ® ° ° PY
o. ° ° e e ¢
. L) ° r = +0,506 e 1 =+40,000 °
o o ° o r,=+0519 r, = —0,001 °
X
o
G H
ves r=+40,000 ., r = 40,946
2o r,=-0002 $e% s = 40,412
S
[ ) [ ]
.. I J ) [ ]
° 0.0
° o ®
o° r = +0,870 o % % r = 10,847
( ]
ee *° r, = +1,000 . r. = 40,950

Spearman:

o) geeignet fur
nichtlineare
Zusammenhange

UNIVERSITAT
LEIPZIG

imise

7. Analyse des Zusammenhangs 1

35



V7

7.4 Fehlschlusse zu Korrelationen

vermeiden!
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Korrelation - Fehlschlusse

Korrelationen werden oft fehlinterpretiert, z. B.
1. formale (mathematische) Korrelation

durch Ausreilder bedingte Korrelation

durch Inhomogenitaten bedingte Korrelation

Gemeinschaftskorrelation

a > 0D

vorschnell kausale Schlussfolgerungen aus statistischer Assoziation
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1. Formale Korrelation

— mathematische Korrelation:

Beispiel: Differentialblutbild

Myeloische Lymphatische
Blutzellen (%) | Blutzellen (%)
X y
73 27
85 15
69 31
94 6
70 30
52 48
73 27
64 36
88 12
65 35
83 17
80 20
57 43
74 26
53 47
86 14

%o Pg

40

lyrmph
30
|
O
i

10
o

myel

r=-—1
Formale Korrelation entsteht
hier durch Differenzbildung zu
100%.
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1. Formale Korrelation

Mathematische Korrelation:

Szenario:

— Zwei und mehr Merkmale sind voneinander rechnerisch abhangig, wenn die
Information des einen in die Berechnung der anderen eingeht.

— zum Beispiel: MDRD-Fomel

— eGFR = 175 - (Creatinine; )~ 11%% . Age=9293.(0.742 - [female])

https://flexikon.doccheck.com/de/MDRD-Formel#cite_note-1 (2026-10-10)

= Die Korrelation zwischen eGFR und Kreatinin ist deshalb kaum informativ.

ez I m Ise 7. Analyse des Zusammenhangs 1
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2. Korrelation durch Ausreiler

10,00
500

—0,5 r=-0,7 r=-09

1,00 - "
0,50 - -

>1% 1 After peripheral blood \
005 7 stem cell transplantation: \

ﬁ
Il

CD34 + CD33 cells transplanted (x 10 E6 kg)

1 . .- . .
001 11 AusreiRer kdnnen eine Korrelation stark verzerren!
0,005 -
0,001 - m
0,0005 7

Days to platelets > 20 x 10 E9/L
0’0001 IIIIIIII\III\IIIIII|I\III\III ' T T T T T TT1TT IIII\IIII|~III\IIIIII|II\IIIIII

0 10 20 30 40 50 60 70
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Literaturbeispiel 7.5

Ein krasses Beispiel falsch dargestellter und interpretierter Korrelation:

Li et al. BJU Int 2016;118: 610-617
— Artikel zur Teilresektion der Nieren
— Dargestellt wird im Scatterplot

— das entfernte Nierenvolumen (X)
— die Verringerung der GFR (Y)

— Was fallt Innen auf?

GFR reduction

1.00F

RZ=0.199

-.50

-25 .00 .25 .50

kidney volume reduction

75

] ]
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3. Korrelation durch Inhomogenitaten

Szenario: Wertebereich ist in Subgruppen der Kohorte verschieden:

— Zusammenfassung der Subgruppen schafft eine Korrelation, die ggf. vollig
anders ist als die Korrelation innerhalb der Subgruppe

ez I m Ise 7. Analyse des Zusammenhangs 1
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3. Korrelation durch Inhomogenitaten

— Beispiel: Intelligenztest und Psychomotorische Kraft in zwei Schulergruppen

Oberstufenschuler

=<
>

Unterstufenschuler

Anzahl der gelosten Aufgaben
in einem Intelligenztest

> X

Psychomotorische Kraft
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Storche ®—® Geburten

4. Gemeinschaftskorrelation \@/

Szenario: Industrialisierung
— Zwel Merkmale, zwischen denen keine kausale Beziehung bestent,
— werden entscheidend durch eine dritte Grof3e beeinflusst

Z.B.:

Anzahl der Storche (Merkmal X) korreliert mit dem Ruckgang der Geburtenzahl
(Merkmal Y) in Ostpreulen.

- Beide Merkmale werden von der Industrialisierung (Merkmal U) beeinflusst.
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4b Partielle Korrelation |

Szenario:
— Die Korrelation (Assoziation) zwischen zwei metrischen Variablen wird durch

eine dritte hervorgerufen.

Cholesterin

Blutdruck

Beispiel 7.6:
— Daten von n = 142 Frauen

Alter

UNIVERSITAT [ m Ise 7. Analyse des Zusammenhangs 1
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Partieller Korrelationskoeffizient

Fyxy = Txy Tyy

Yyxyw =

Adjustierung

T \/(1 —1yy?) - (1 = 1y°)

Blutdruck

|dee:
— Prufung, ob der

Alter

Cholesterin

These adjustments proceed
by reporting not what was
observed in the real world,
but instead modeling what
would have been observed
in an imaginary world in
which specific nuisances
and improprieties are
absent.

Kaufmann JS. Amer J Law Med
2017:43: 193-206.

Zusammenhang X — Y bedeutungslos wird, wenn auf die dritte metrische
Grolde U adjustiert wird (= Lineare Modelle)

] ]
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4b Partielle Korrelation ll

Blutdruck

Cholesterin
Skizze der Zusammenhange:

B|L‘J\tdrUCk
T e
= 0,33 Ater | = 0,50 o iégc}:f: . mittel
o °o° ung
. _ 0,25 —-0,33-0,50 —01 .
XY /U \/(1 ~ 0332 -(1-0509) ’ Cholesterin

(aus Hartung, S. 562)
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Jotquadrat:
Grafitto in Bonn.
commons.
wikipedia.org

5. Korrelation 2> Kausalitat??

— Patienten mit hohem NT-proBNP-Wert haben haufig Vorhofflimmern (atrial

fibrillation — AF): starke Assoziation!
(z. B. Werhahn et al. ESC Heart Failure 2022; 9: 100 — 109)

— Darf man deshalb sagen: Hohes NT-proBNP verursacht Vorhofflimmern?

Aus statistischer Assoziation darf hochstens dann eine kausale Wirkung abge-
leitet werden, wenn alle anderen Ursachen ausgeschlossen werden konnen.
(vgl. V 1/V 14: Confounder)

- V 1: randomisierte, kontrollierte klinische Studien
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CAVE!

Keine Zusammenhange konstruieren

Mensch neigt dazu, Beobachtungen kausal zu interpretieren!

Die einfache Antwort auf diese Frage
lautet, dass man, wenn man sich auf
seine Intuition verlasst, haufig irrt,
indem man ein Zufallsereignis als ein
systematisches fehlinterpretiert.

Daniel Kahnemann. Schnelles Denken, langsames Denken.
Dt. Ausgabe: Siedler Verlag Munchen 2011, S. 149

Messerli FH, NEJM 2012;367:1562-4
(Erwiderung: Maurage P et al. J Nutr. 2013;143(6):931-3)
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V7

7.5 Lineare Regression
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Lineare Regression |

Lineare Korrelation Lineare Regression
— Korrelationskoeffizienten messen — Verfahren, mit dem man die
die Starke des Zusammenhangs funktionale Form (Gleichung)
zwischen 2 metrischen Variablen eines linearen Zusammenhangs
bestimmt.

UNIVERSITAT
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Lineare Regression I

Oft stellt sich die Frage nach der funktionalen Beziehung zwischen
Zufallsvariablen: =  Um wieviel andert sich Y, wenn sich X; - X, verandert?

- Y =f(X)? "
zum Beispiel: y=a+b-x linear /

y=a+b-x+c-x* polynomial /
y = ae ~ ¥ exponentiell Vl
— Dabei heien a,b,c Parameter / Koeffizienten X
X X

ez I m Ise 7. Analyse des Zusammenhangs 1



Lineare Regression llI

Modellszenario:

— metrische Variablen X, Y von denselben Probanden

— gerichteter Zusammenhang von X 2 Y

Y )
Y

Regressand

Y4

- abhangig

- erklarte Grofe

- ZielgrolRe

- Responsevariable

X
f(X)
f (Regressor)

Y4

= unabhangig

- explanatorische Grolde
= Pradiktor

- Kovariable

UNIVERSITAT
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Ziele der (linearen) Regression

1. Prufen eines funktionalen Zusammenhangs

2. Quantifizieren des Zusammenhangs
(= Schatzen von Parametern der funktionalen Beziehung)

3. Interpolation fehlender Werte

4. Vorsichtige Vorhersage (Pradiktion / Prognose)
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Modellannahmen der linearen Regression

1. Die metrische Variable Y hangt von der metrischen Variablen X in einer

linearen Beziehung ab:

Y =a+ b\ - X+ € Fehlerterm / Residuum

Absolutglied -

\

Steigung / Regressionskoeffizient

2. Die Parameter a und b haben feste (aber unbekannte) Werte.

3. Die Residuen sind normalverteilt mit Erwartungswert O:
4. Die n Realisierungen von (x;,y;) fir i =1, ...,n sind voneinander unabhangig.

] ]
UNIVERSITAT
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Methode der Kleinsten Quadrate (MKQ) 1

A

Optimalitatskriterium: @ und b so bestimmen, dass die
Residuen ¢; in der (Quadrat-)Summe minimal werden.

(X,y) ©

A~
N\ Py
y=4a+ bx e
> A,".\ ZAHLENWERT
3 FUR DEN ,REST"!

s

Gonick & Smith:
> Statistik in Cartoons

Gonick & Smith:
Statistik in Cartoons

Gultigkeitsbereich

N

Die Regressionsgerade verlauft immer genéu durch den Schwerpunkt (x, y).

ez I m Ise 7. Analyse des Zusammenhangs 1



MKQ 2

— Angenommen, wir hatten optimale Parameter, @ und b gefunden:
y=a+b-x
— Dann minimieren die Schatzwerte d und b die Summe der
Abweichungsquadrate (Residuen):

?=1[Yi —(@a+ b - Xi)]z — Min!

— C. F. Gaul} veroffentlichte 1809 die Losung im Band 2 von

Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambientium
(Theorie der Bewegung der Himmelskorper, welche in Kegelschnitten die Sonne umlaufen)

UNIVERSITAT
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Schatzung der Parameter der linearen Regression

Kovarianz Summe der Quadrate
Berechne: Xy, SP (X,Y), SQ(X),SQ(Y)
Berechne b SPEY) o5 b-x
: — ’ a = —_— X
SQX) Y

Optimal angepasstes geschatztes Regressionsmodell:

|:> y=a+b x x ist gegeben / die unabhangige Variable

ez I m Ise 7. Analyse des Zusammenhangs 1



regression = (lat.) Zurickgehen

Regression von Y auf X

von X aufyY

Die Rollen — Zielvariable ~ unabhangige Variable — mussen a-priori klar sein!

— Y wird auf X zuruckgefuhrt

— Y=0ay t by, x

— Xwird auf Y zuruckgefuhrt

- X

500 600 T00
AN [N T T T T T N N T I O A

Gehstrecke (m)
400

300

200

10 20 30

peak VO, (ml / min / kg)

Peak VO, (ml/ min / kg)

L]
=

30
pee vttt rerragl

20

10

200 300 400 500 600 700

Gehweg (m)

] ]
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Lineare Regression: Pradiktion und Interpretation

Pradiktion:

— Die Regressionsgleichung: y =a,, + Byx - x berechnet fur vorgegebene x-
Werte jeweils einen Wert .

Interpretation:

— Der Regressionskoeffizient b,, gibt an, um wie viele Einheiten Y im Mittel
zunimmt bzw. abnimmt, wenn X um eine Einheit zunimmt:
— Angenommen, x erhohe sich um eine Einheit von einem Wert x, auf einen Wert x; = x, + 1,

P P

Vo =a+b-x, yi=a+b-(xg+1)=(@+b-xy)+b,

— dann erhdht sich ¥5 um b Einheiten.
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CAVE! Pradiktion?

Frau X, wenn Sie durch Training lhre peak VO, auf 15 ml / min / kg steigern
konnten, wirde sich lhre Gehstrecke auf 463 m verbessern!

— Die Prognose qilt nur, wenn das Modell
wahr ware.

— Es besteht eine erhebliche Variation:
Die Gehstrecke, die fur Frau X vorher-
gesagt wird, ist ca. 200 m geringer!

Statistik gewinnt aus vielen Daten
Aussagen fur Kohorten, aber nicht far
Einzelpersonen!

Gehstrecke (m)

300 400 500 800 700

200

10 20 30 40

Peak VO3 (ml/ min / kg)

] ]
UNIVERSITAT
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CAVE! Pradiktion?

— Beispiel 7.5: Zusammenhang zwischen Alter und Knochendichte:
Knochendichte = 1,733 — 0,015 - Alter

\x S Regressionskoeffizient: b = —0,015,
d.h. pro Altersjahr nimmt im Mittel die

Knochendichte um 0,015 g/cm? ab.
(r = —0,9; p = 0,00004)

Knochendichte [g/lem2]

Extrapolation uber den
Beobachtungsbereich
hinaus ist nicht erlaubit.

Alter [Jahre] R-Cuadrat linear = 0,525
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Empfindlich gegen AusreiRer

1.00F A

. . R?=0.199
Beispiel 7.5 (Lietal. BJU Int 2016;118: 610-617) 80}

— Nierenteilresektion

— ein offensichtlich falscher Wert (negatives Resek-
tionsvolumen) dominiert die lineare Regression

— ohne Ausreilder kaum noch eine Richtung

GFR reduction

-50 -25 .00 .25 .50 .75

e rke nn ba r kidney volume reduction

— lIst hier Lineare Regression uberhaupt ein valides Verfahren?

Insbesondere bei kleinen Stichproben konnen einzelne extreme Werte die
Parameterschatzer maligeblich verandern (,Hebelwirkung®).
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Gute einer linearen Regression |

Gutemal: das Bestimmtheitsmald B (coefficient of determination)

= wenig Abweichung von der Geraden
= geringe Restvarianz

= ' eZ st klein gegeniiber SQ(y)
l

= Bistgrol}

= groliere Restvarianz

= B ist deutlich kleiner

ez I m Ise 7. Analyse des Zusammenhangs 1
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Gute einer linearen Regression I

— Das Bestimmtheitsmal} ist das Quadrat des Korrelationskoeffizienten nach

Pearson:

Quadratsumme der Residuen

B=R*’=1-
GesamtvarianzinY

n
Z i=1 eiz
Q) T

— R* gibt an, wieviel Streuung der Zielvariablen Y gy |
durch das Modell erklart wird.

— mathematisches, kein fachwissenschaftliches
GUtekrltel’lum fur eln MOde” Gonick & Smith: Statistik in Cartoons

R? =1 -

TECHNISCH
AUSGEDRUCKT:
WIE GROSS
SIND DIE

]
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Bestimmtheitsmal — Beispiele

2 =0 Zusammenhang
= - Kreatinin - GFR (MDRD)
E s
2 5 £
& o ® o %o g ]
I1|[}I zln alt} 4I[} ° T 1 T 1 © 1 " 1 ' 1 ' T ' 1
_ 0 1 2 3mg/dl 4 5 6 7
peak VOs (ml/ min / kg)
Ex-DHF-Studie (vgl. Folie 27) B 7.2 Diast-CHF-Studie (vgl. Folie 8)

2=0,29; relativ gut!

Modell hier inadaquat

2=0,42; eigentlich hervorragend, aber

UNIVERSITAT
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Konfidenz- und Prognoseintervali “

— Das 95%-Konfidenzintervall der Regressionsgerade beschreibt, wie gut man
einen mittleren Wert y fur einen festen Wert x vorhersagen kann.

— Das 95% - Prognoseintervall beschreibt, wie gut man einen neuen Wert y
aus einem beliebigen Wert x vorhersagen kann, ohne ihn zu messen.

A

Y=a+pX
ElYIX] =&+ BX

> X

Gonick & Smith: Statistik in Cartoons

Prognose-Intervall (Vorhersage-Intervall) fir Y, = a + BX, + €,

https://www.fernstudium4you.de/prognoseintervall.html (2026-10-08)
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)

o0
Motivation fur multiple lineare Regression &

Haufig gibt es mehrere Merkmale, welche potenziell die Zielgrol3e beeinflussen.
Das Szenario erfordert also, mehrere unabhangige Variablen ins lineare Modell
zu einzuschlielRen: multiple lineare Regression, um

— z. B. auf bekannte Confounder (Storgrof3en) zu adjustieren
— ein Modell zu erhalten, das besser an die Daten angepasst ist und
— die Power von Tests (= V 9) der Koeffizienten zu erhohen.

Beispiel: Ex-DHF, die 6-Minuten-Gehstrecke hangt u. U. auch von der NYHA-
Klasse und der Trainings-Intervention ab:

6-Min.-Gehstrecke ~ peak VO, + NYHA + Exercise Intervention

ez I m Ise 7. Analyse des Zusammenhangs 1 68



Multiple lineare Regression I

* Die SPSS-Ausgabe zeigt
die Abhangigkeit der Geh-
strecke von der peak VO,
und von der NYHA-Klasse.

= |nterpretation:

Parameterschatzungen
Abhangige Variable: F12: Gehtestja: Gehstrecke
Regressions 895% Konfidenzintervall Padialles

Parameter koeffizientB  Std.-Fehler T Sig. Untergrenze  Obergrenze  Eta-Quadrat
Konstanter Term 291 485 20837 13,9322 =001 250,254 3zz2nT 43z
pealkyio2 5,008 954 4 061 =001 7,050 10,965 244
Exercise Training -5,063 10,450 - 485 628 -25,644 15517 001
Usual Care o# . } . . } .
MYHA I 47 305 16,263 2,809 004 15278 79,332 03z
MYHA 0®

a. Dieser Parameter wird auf null gesetzt, da er redundant ist.

= Konstante kaum interpretierbar

= peak VO, je 1 ml/ min / kg ist die Gehstrecke im Mittel um 9 m hoher,
= NYHAII im Mittel 47 m mehr als Patienten mit NYHA Il

= Ex.Training im Mittel 5 m weniger als Probanden im Kontrollarm
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Herausforderungen multipler Modelle

— Medizinisch-biologische Erwagungen haben das Primat bei der Modellwahl.
— Modellannahmen (z. B. Linearitat) mussen gepruft werden,

— Parameterschatzungen setzen ein gultiges Modell voraus;
I.d.R. ist aber das beste Modell unbekannt.

— Algorithmen (automatische Variablenauswahl oder R?) finden ein mathe-
matisch optimales Modell, das fachwissenschaftlich unsinnig sein kann!
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Zusammenfassung |

1. Ungerichteter Zusammenhang X Y
2. Gerichteter Zusammenhang X > Y
3. Indirekter Zusammenhang Y

X < Z

W >V
Krankheitsursache Symptome

4. Multipler Zusammenhang C1

X Y

C2 -7
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Zusammenfassung li

— Korrelation beschreibt Richtung und Starke des Zusammenhangs,
— Regression den funktionalen Zusammenhang

— Rangkorrelation, falls Ausreil3er bzw. bei ordinalen Merkmalen

— fur lineare Regression vorher Linearitat prufen (Scatterplot!)

— Regressionskoeffizient gibt an, um wie viele Einheiten Y im Mittel zunimmt /
abnimmt, wenn X um eine Einheit zunimmt

— komplexe Zusammenhange durch multiple Regressionsmodelle
beschreibbar
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  𝒓 X Y / U =   0 , 25 − 0 , 33 ⋅ 0 , 50      ( 1 − 0 , 33 ² )  ⋅    ( 1 − 0 , 50 ² )  = 𝟎 , 𝟏


  Y


  X 1   →   X 2


  Y = f  ( X ) ?


  y = a + b ⋅ x


  y = a + b ∙ x + c ∙ x ²


  y = a e − b x


  a ,   b ,   c


  Y  


  f


  Y  


  X  


  f ( X )  


  Y


  X


  a  


  b


  𝜀   ~   N  ( 0 ,    𝜎 2 )


    ( x i ,    y i )     für   i = 1 , … ,   n


  Y = a + b ⋅ X + 𝜀


  (  𝒙 - ,      𝒚 - )


  x


  y


   y ^ =  a ^ +  b ^ x


  𝜀 i =  y i −  y ^ i   R e s i d u u m


   x -


   y -


  (  x - ,  y - )


  (  x i ,  y i )


   a ^


   b ^


   𝜀 i


   a ^


   b ^


  y =  a ^ +  b ^ ∙ x


   a ^


   b ^


    ∑  i = 1 n     [  y i − (  a ^ +  b ^ ∙  x i ) ] 2  →  M i n !


   y ^ =  a ^ +  b ^ ⋅ x


   x - ,  y - ,     S P    ( X , Y ) ,     S Q  ( X ) , S Q ( Y )


   b ^ =   S P  ( X , Y )  S Q  ( X ) ;    a ^ =  y - −  b ^ ⋅  x -


  x


   y ^ =    a  y x ^ +    b  y x ^ ⋅ x


   x ^ =    a  x y ^ +    b  x y ^ ⋅ y


   y ^ =  a ^ y x +  b ^ y x ⋅ x


   y ^


  Y


  X


   x 0


     x 1 = x 0 + 1


     y 0 ^ =  a ^ +  b ^ ∙  x 0


     y 1 ^ =  a ^ +  b ^ ∙  (  x 0 + 1 ) = (  a ^ +  b ^ ∙  x 0 ) +  b ^


     y 0 ^  


   b ^


  K n o c h e n d i c h t e = 1 , 733 − 0 , 015 ⋅ A l t e r  


   b ^ = − 0 , 015 ,


  0 , 015   g / c  m 2


  r = − 0 , 9 ;   p = 0 , 00004


   ∑   e i 2


  S Q ( y )


   y -


  + 1 S D


   y -


  − 1 S D


   y - − s y


   y - + s y


  B = R ² = 1 −   Quadratsumme der Residuen  Gesamtvarianz in Y 


  R ² = 1 −     ∑  i = 1 n  e i ²  S Q ( y )  

